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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ОБ OДНОМ КЛАССЕ СИСТЕМ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА
СО СВОЙСТВОМ ПЕНЛЕВЕ

Т.К. Андреева, И.П. Мартынов, В.А. Пронько

Рассмотрим систему

𝑥(𝑟) = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑦(𝑠) = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), (1)

где 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑚+1∑︀
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑚+1−𝑖𝑦𝑖

𝑚∑︀
𝑗=0

𝑏𝑗𝑥𝑚−𝑗𝑦𝑗
, 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝑚+1∑︀
𝑖=0

𝛼𝑖𝑥
𝑚+1−𝑖𝑦𝑖

𝑚∑︀
𝑗=0

𝛽𝑗𝑥𝑚−𝑗𝑦𝑗
, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗, 𝛼𝑖, 𝛽𝑗, – аналитические функ-

ции по 𝑧 в некоторой области 𝐷 ⊂ C, 𝑟+𝑠 = 4. Пенлеве-анализ системы (1) при 𝑟 = 1, 𝑠 = 2
проводился в [1].

Найдем необходимые и достаточные условия наличия свойства Пенлеве у системы (1).
Если в (1) положить

𝑦 = 𝑥𝑣, (2)

то получим систему
𝑥(𝑟) = 𝑥𝑃 (1, 𝑣, 𝑧), (𝑥𝑣)(𝑠) = 𝑥𝑄(1, 𝑣, 𝑧).

Рассмотрим случай 𝑟 = 1, 𝑠 = 3. Учитывая замену (2), запишем:

𝑦′ = 𝑥′𝑣 + 𝑥𝑣′ = 𝑥(𝑣𝑃 (1, 𝑣, 𝑧) + 𝑣′),

𝑦′′ = 𝑥𝑃 (1, 𝑣, 𝑧) (𝑣𝑃 (1, 𝑣, 𝑧) + 𝑣′) + 𝑥

(︂
𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)𝑣′ + 𝑣

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
𝑣′ +

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧
𝑣 + 𝑣′′

)︂
=

= 𝑥

(︂
𝑣𝑃 2(1, 𝑣, 𝑧) + 2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)𝑣′ +

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
𝑣𝑣′ +

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧
𝑣 + 𝑣′′

)︂
,

𝑦′′′ = 𝑥𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

(︂
𝑣𝑃 2(1, 𝑣, 𝑧) + 2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)𝑣′ + 𝑣𝑣′

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
+ 𝑣

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧
+ 𝑣′′

)︂
+

+𝑥

(︃
2𝑣𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

(︂
𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
𝑣′ +

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧

)︂
+ 𝑣′𝑃 2(1, 𝑣, 𝑧)+

+2𝑣′
(︂
𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
𝑣′ +

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧

)︂
+ 2𝑣′′𝑃 (1, 𝑣, 𝑧) + 𝑣′2

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
+

+𝑣𝑣′′
𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
+ 𝑣𝑣′

(︂
𝜕2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣2
𝑣′ +

𝜕2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣𝜕𝑧

)︂
+

+𝑣′
𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧
+ 𝑣

(︂
𝜕2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣𝜕𝑧
𝑣′ +

𝜕2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧2

)︂
+ 𝑣′′′

)︃
= 𝑥𝑄(1, 𝑣, 𝑧).

Следовательно, имеем систему уравнений
𝑥′ = 𝑥𝑃 (1, 𝑣, 𝑧),

𝑣′′′ +

(︂
𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
𝑣 + 3𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

)︂
𝑣′′ +

(︂
𝑣
𝜕2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣2
+ 3

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣

)︂
𝑣′2+

+

(︂(︂
3𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
+ 2

𝜕2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣𝜕𝑧

)︂
𝑣 + 3𝑃 2(1, 𝑣, 𝑧) + 3

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧

)︂
𝑣′+

+

(︂
𝑃 3(1, 𝑣, 𝑧) + 3𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧
+
𝜕2𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧2

)︂
𝑣 −𝑄(1, 𝑣, 𝑧) = 0.

(3)
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Рассмотрим случай 𝑟 = 2, 𝑠 = 2. Учитывая замену (2), запишем 𝑦′ = 𝑥′𝑣 + 𝑥𝑣′, 𝑦′′ =
= 𝑥′′𝑣 + 2𝑥′𝑣′ + 𝑥𝑣′′ = 𝑥𝑄(1, 𝑣, 𝑧). Если положим 𝑥′ = 𝑥𝑢, то можем записать систему

𝑥′ = 𝑥𝑢, 𝑢′ = 𝑃 (1, 𝑣, 𝑧) − 𝑢2, 𝑣′′ + 2𝑢𝑣′ + 𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)𝑣 −𝑄(1, 𝑣, 𝑧) = 0, (4)

из которой 𝑣 определяется уравнением

𝑣′′′ =
3

2

𝑣′′2

𝑣′
+ 2 (𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)𝑣 −𝑄(1, 𝑣, 𝑧))

𝑣′′

𝑣′
−
(︂
𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣
𝑣 + 3𝑃 (1, 𝑣, 𝑧) − 𝜕𝑄(1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑣

)︂
𝑣′−

−𝜕𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧
𝑣 +

𝜕𝑄(1, 𝑣, 𝑧)

𝜕𝑧
+

(𝑃 (1, 𝑣, 𝑧)𝑣 −𝑄(1, 𝑣, 𝑧))2

2𝑣′
.

Теорема. Для наличия у системы (1) при 𝑟 = 1, 𝑠 = 3 и 𝑟 = 2, 𝑠 = 2 свойства Пенлеве,
необходимо и достаточно, чтобы этим свойством обладали соответственно системы
(3),(4).

Далее проводится Пенлеве-анализ систем (3), (4).
Исследования второго автора проведены при финансовой поддержке Белорусского Рес-

публиканского фонда фундаментальных исследований (проект Ф25КИ-087).
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ОБ ОТСУТСТВИИ В РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ
КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА СУЩЕСТВЕННЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ

Е.Р. Бабич, Е.Е. Кулеш, И.П. Мартынов, В.А. Пронько

В отличие от функции одной комплексной переменной, особенности функции многих
переменных не могут быть изолированными. В случае двух комплексных переменных 𝑥, 𝑡
особенности возникают вдоль аналитических многообразий. С.М. Косгроув в своей работе
[1] уточнил понятие подвижных особенностей нелинейных дифференциальных уравнений
в частных производных и определил понятие свойства Пенлеве для таких уравнений. Со-
гласно [1] дифференциальное уравнение в частных производных имеет свойство Пенлеве,
если все подвижные особенности его общего решения, если они существуют, являются
полярными.

Запишем уравнение Кортевега-де Фриза (КдФ) в виде [2, с. 179]

𝑢𝑡 + 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (1)

где 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡). Для функции 𝑢 из (1) имеет место разложение в ряд Лорана [3, 4].
Сходимость ряда, являющегося решением уравнения КдФ, доказана методом мажо-

рант в работе [3], а также при помощи методов функционального анализа в работе [4].
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значит, уравнение КдФ имеет подвижные полярные особенности. Таким образом, для то-
го, чтобы уравнение КдФ обладало свойством Пенлеве, необходимо доказать, что оно не
имеет других подвижных особенностей. В данной работе проведено доказательство того,
что любое решение уравнения КдФ (1) не имеет подвижных существенных особенностей.

Использован метод автопреобразований Беклунда для уравнений в частных производ-
ных [2, c. 184].

Уравнению (1) поставим в соответствие уравнение [2, c. 185]

𝑤𝑡 + 3𝑤2
𝑥 + 𝑤𝑥𝑥𝑥 = 0. (2)

Тогда решение уравнения КдФ (1) можно найти по формуле

𝑢 = 𝑤𝑥. (3)

Если 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑡), 𝑊 = 𝑊 (𝑥, 𝑡) два различных решения уравнения (2), то согласно [2,
c.184] будем иметь (︂

𝑤 +𝑊

2

)︂
𝑥

+

(︂
𝑤 −𝑊

2

)︂2

+ 𝜆 = 0, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (4)

(︂
𝑤 −𝑊

2

)︂
𝑡

+

(︂
𝑤 −𝑊

2

)︂
𝑥𝑥𝑥

+ 6

(︂
𝑤 +𝑊

2

)︂
𝑥

·
(︂
𝑤 −𝑊

2

)︂
𝑥

= 0. (5)

Равенства (4), (5) определяют автопреобразование Беклунда уравнения (2) [2, c. 185]. 
Равенство (4) впервые было найдено Уолквистом и Эстабруком в 1973 г. [5].

Пусть 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑞 = 𝑞(𝑥, 𝑡) два решения уравнения (1), так что с учетом (3) запишем
𝑝 = 𝑤𝑥, 𝑞 = 𝑊𝑥.

Тогда из (4) получим

𝑝+ 𝑞 +
1

2
(𝑤 −𝑊 )2 + 2𝜆 = 0, (6)

а значит
𝑝𝑥 + 𝑞𝑥 + (𝑤 −𝑊 )(𝑝− 𝑞) = 0. (7)

Из условия (7) найдем

𝑤 −𝑊 = −𝑝𝑥 + 𝑞𝑥
𝑝− 𝑞

. (8)

Используя (6) и (8) получим

(𝑝𝑥 + 𝑞𝑥)2 + 2(𝑝+ 𝑞)(𝑝− 𝑞)2 + 4𝜆(𝑝− 𝑞)2 = 0. (9)

В качестве функции 𝑞 = 𝑞(𝑥, 𝑡) можно взять любое мероморфное решение уравнения (1). 
Например, [6, c. 37]

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝜁2𝑐ℎ−2(𝜁(𝑧 − 𝑧0)), 𝑧 = 𝑥− 4𝜁2𝑡, 𝜁 ̸= 0, 𝑧0, 𝜁 ∈ C. (10)

В самом деле, имеем

𝑞𝑡 = 𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) = 16𝜁5𝑐ℎ−3(𝜁(𝑧 − 𝑧0)) · 𝑠ℎ(𝜁(𝑧 − 𝑧0)),

𝑞𝑥𝑥𝑥 = −16𝜁5𝑐ℎ−3(𝜁(𝑧 − 𝑧0)) · 𝑠ℎ(𝜁(𝑧 − 𝑧0)) + 48𝜁5𝑐ℎ−5(𝜁(𝑧 − 𝑧0)) · 𝑠ℎ(𝜁(𝑧 − 𝑧0)),

6𝑞𝑞𝑥 = −48𝜁5𝑐ℎ−5(𝜁(𝑧 − 𝑧0)) · 𝑠ℎ(𝜁(𝑧 − 𝑧0)).
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Поэтому
𝑞𝑡 + 6𝑞𝑞𝑥 + 𝑞𝑥𝑥𝑥 ≡ 0.

Подставляя функцию (10) в (9), получим соотношение, являющееся уравнением пер-
вого порядка для функции 𝑝 с мероморфными коэффициентами (коэффициенты зависят 
от 𝑥 и параметра 𝑡). Согласно [7, c. 79] по теореме Пенлеве уравнения вида (9) не имеют 
решений с подвижными существенными особенностями.

Учитывая, что 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡) любое решение уравнения (1), заключаем, что верна
Теорема. Решения уравнения КдФ (1) не имеют подвижных существенных особен-

ностей.
Исследования третьего автора проведены при финансовой поддержке Белорусского

Республиканского фонда фундаментальных исследований (проект Ф25КИ-087).
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К ВОПРОСУ О СВОЙСТВЕ ПЕНЛЕВЕ
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

ЧАСТНОГО ВИДА

Т.Н. Ванькова, Е.Е. Кулеш, В.М. Пецевич

На предмет наличия свойства Пенлеве рассматривается система двух дифференциаль-
ных уравнений

𝑥′2 = (𝛼1𝑥+ 𝛼2)(𝑥𝑦
2 +𝐾2𝑥𝑦 +𝐾3𝑥), 𝑦′2 = 𝑥𝑦2 +𝐾2𝑥𝑦 +𝐾3𝑥, (1)

где
|𝛼1| + |𝛼2| ̸= 0, (2)

𝑥, 𝑦 – комплекснозначные неизвестные функции независимой переменной 𝑡 ∈ C, 𝛼1, 𝛼2 –
комплекснозначные аналитические функции переменной 𝑡, 𝐾2, 𝐾3 – некоторые комплекс-
ные постоянные.

Запись 𝑔 ̸= 0 означает, что 𝑔 не обращается в нуль в некоторой области 𝐷.



АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 7

Система (1) является частным случаем системы дифференциальных уравнений

𝑥′2 =(𝑎24𝑥
4+ 𝑎23𝑥

3+ 𝑎22𝑥
2+ 𝑎21𝑥+ 𝑎20)𝑦

2 + (𝑎14𝑥
4 + 𝑎13𝑥

3 + 𝑎12𝑥
2+

+𝑎11𝑥+ 𝑎10)𝑦 + 𝑎04𝑥
4 + 𝑎03𝑥

3 + 𝑎02𝑥
2 + 𝑎01𝑥+ 𝑎00,

𝑦′2 =(𝑏41𝑦
4+ 𝑏31𝑦

3+ 𝑏21𝑦
2+ 𝑏11𝑦 + 𝑏01)𝑥+ 𝑏40𝑦

4+ 𝑏30𝑦
3+ 𝑏20𝑦

2+ 𝑏10𝑦 + 𝑏00,

(3)

где |𝑎24| + |𝑎23| + |𝑎22| + |𝑎21| + |𝑎20| ̸= 0, |𝑏41| + |𝑏31| + |𝑏21| + |𝑏11| + |𝑏01| ̸= 0, 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑘𝑙 –
комплекснозначные аналитические функции переменной 𝑡.

Система (3), когда 𝑏41 = 𝑏31 = 𝑏21 = 𝑏11 = 0, 𝑏01 ̸= 0, исследована в [1]. Случай, когда
𝑏41 = 𝑏31 = 𝑏21 = 0, 𝑏11 ≠ 0, изучен в [2], а случай |𝑏41| + |𝑏31| ̸= 0 в [3].

В [4] на предмет наличия свойства Пенлеве началось изучение системы

𝑥′2 = (𝑎24𝑥
4 + 𝑎23𝑥

3 + 𝑎22𝑥
2 + 𝑎21𝑥+ 𝑎20)𝑦

2+
+(𝑎14𝑥

4 + 𝑎13𝑥
3 + 𝑎12𝑥

2 + 𝑎11𝑥+ 𝑎10)𝑦 + 𝑎04𝑥
4 + 𝑎03𝑥

3 + 𝑎02𝑥
2 + 𝑎01𝑥+ 𝑎00,

𝑦′2 = (𝑦2 + 𝑏11𝑦 + 𝑏01)𝑥+ 𝑏40𝑦
4 + 𝑏30𝑦

3 + 𝑏20𝑦
2 + 𝑏10𝑦 + 𝑏00,

(4)

где |𝑎24|+|𝑎23|+|𝑎22|+|𝑎21|+|𝑎20| ̸=0. Это случай системы (3), когда 𝑏21 ̸= 0. Было показано,
что для того, чтобы система (4) обладала свойством Пенлеве, необходимо чтобы она при-
водилась к одному из 7 видов. Система (1) является одной из этих 7 систем. В [4] система
(1) имеет обозначение (5).

Некоторые из систем, полученные в [4], рассматривались в [5], [6], [7] (в [4] они обозна-
чены (7), (10) и (6) соответственно).

Выразив из второго уравнения системы (1) функцию 𝑥 и подставив в первое уравне-
ние, относительно функции 𝑦 построим дифференциальное уравнение второго порядка
второй степени относительно производной. Используя некоторые леммы из [8], [9], метод
малого параметра, метод резонансов, тест Пенлеве, метод сравнения полученных урав-
нений с уравнениями, аналитические свойства решений которых известны, покажем, что
справедлива

Теорема. Для того чтобы дифференциальная система (1) при условии (2) обладала
свойством Пенлеве, необходимо и достаточно, чтобы она дробно-линейным преобразо-
ванием неизвестных функций 𝑥, 𝑦 и аналитической заменой независимой переменной 𝑡
приводилась к одному из видов:

𝑥′
2

= 𝐻1(𝑥+𝐻2)(𝑥𝑦
2 +𝐾2𝑥𝑦 +𝐾3𝑥), 𝑦′

2
= 𝑥𝑦2 +𝐾2𝑥𝑦 +𝐾3𝑥,

𝑥′
2

= 𝐻1𝑒
𝐻2𝑡(𝑥𝑦2 +𝐾2𝑥𝑦 +𝐾3𝑥), 𝑦′

2
= 𝑥𝑦2 +𝐾2𝑥𝑦 +𝐾3𝑥, (5)

где 𝐻1, 𝐻2, 𝐾2, 𝐾3 – некоторые постоянные, 𝐻1 ̸= 0.
Решения дифференциальной системы (5) в некоторых случаях выражаются через ре-

шения третьего и пятого уравнений Пенлеве.
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СУЩЕСТВОВАНИЕ ФОРМАЛЬНЫХ
СТЕПЕННО-ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЙ

РЕШЕНИЙ 𝑄-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

Н.В. Гаянов, А.В. Парусникова

Рассматривается алгебраическое 𝑞-разностное уравнение 𝑛-го порядка

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜎𝑦, . . . , 𝜎𝑛𝑦) = 0, (1)

где 𝑓 – многочлен 𝑛+ 2 переменных, 𝜎 – это оператор 𝑞-дифференцирования:

(𝜎𝑦)(𝑧) = 𝑦(𝑞𝑧), 𝑧 ∈ C,

𝑞 ∈ C ∖ {0, 1}. Далее также 𝑞𝑛 ̸= 1 ∀𝑛 ∈ N. .
Теория 𝑞-разностных уравнения активно развивается [1]. Имеются методы нахождения

их формальных степенных разложений [2], доказывается сходимость [3]. В работе авторов
[4] получено достаточное условие существования решения в виде степенно-логарифмичес-
кого разложения по целым неотрицательным степеням независимой переменной.

Развивая эти результаты, мы переносим методы и результаты степенной геометрии [5]
на случай 𝑞-разностных уравнений, формулируем достаточные условия существования
формальных решений алгебраического 𝑞-разностного уравнения в виде степенно-логариф-
мических рядов более общего вида, чем в предыдущей работе, и представляем метод их
получения.
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В частности, доказана следующая
Теорема. Рассмотрим уравнение (1) и его укороченное решение

𝑦 = 𝑐𝑥𝑟. (2)

Пусть, сделав замену 𝑦 = 𝑐𝑥𝑟 + 𝑧 и преобразовав, получили уравнение

𝑓(𝑥, 𝑧) := L(𝜎)𝑧 + ℎ(𝑥, 𝑧) = 0, (3)

где L(𝜎) — линейный 𝑞-разностный оператор с постоянными коэффициентами, т. е.

L(𝜎) = 𝑎𝑚𝜎
𝑚 + . . .+ 𝑎1𝜎 + 𝑎0,

и пусть для носителя уравнения (1) выполнены следующие условия:

(𝑎) точка (0, 1) является вершиной Γ(𝑓);

(𝑏) в уравнении 𝑓(𝑥, 𝑧) = 0 вершине (0, 1) соответствует слагаемое L(𝜎)𝑧 и только
оно.

Тогда уравнение (3) имеет формальное решение вида

𝑧 =
∑︁
𝑘

𝛽𝑘(log𝑞 𝑥)𝑥𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾(𝑘1, . . . , 𝑘𝑠), 𝑘 > 𝑟,

где 𝛽𝑘 — многочлены от переменной log𝑞 𝑥, а 𝑘1, . . . , 𝑘𝑠 — критические числа (см. [6])
укороченного решения (2).

Также в работе приведён пример применения полученных результатов для построения
формального разложения решения некоторого 𝑞-разностного аналога пятого уравнения
Пенлеве при конкретных значениях параметров уравнения.

Более подробно результаты изложены в [6].
Благодарности. В данной научной работе использованы результаты проекта

HSE-BR-2025-79, выполненного в рамках Программы фундаментальных исследований НИУ
ВШЭ.
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О ПОСТРОЕНИИ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ
ТРЕТЬЕГО УРАВНЕНИЯ ИЕРАРХИИ РИККАТИ

Е.В. Кузьмина

Предметом исследования является уравнение третьего порядка на комплексной плос-
кости

𝑤′′′ + 𝛾3𝑤4 + 6𝛾2𝑤2𝑤′ + 4𝛾𝑤𝑤′′ + 3𝛾𝑤′2 = 0 (1)

и такое же уравнение на вещественной прямой

𝑢′′′(𝑥) + 𝛾3𝑢4(𝑥) + 6𝛾2𝑢2(𝑥)𝑢′(𝑥) + 4𝛾𝑢(𝑥)𝑢′′(𝑥) + 3𝛾𝑢′2(𝑥) = 0. (2)

Уравнение (1) является третьем уравнением из иерархии уравнений, порожденной
уравнением Риккати [1]. Согласно [2], уравнению (1) удовлетворяет функция вида

𝑤(𝑧) =
1

𝛾(𝑧 − 𝑎)
+

𝑘1
1 + 𝛾𝑘1(𝑧 − 𝑎)

+
𝑘2

1 + 𝛾𝑘2(𝑧 − 𝑎)
, (3)

где 𝑘1 = 1
2
ℎ1+ 1

2

√︁
−ℎ21 − 2

𝛾
ℎ2, 𝑘2 = 1

2
ℎ1− 1

2

√︁
−ℎ21 − 2

𝛾
ℎ2, 𝑎, ℎ1, ℎ2 – произвольные параметры,

а знаком √ обозначена одна из ветвей многозначной аналитической функции.
Функция (3), ввиду аналитичности, является решением уравнения (1) на всей ком-

плексной плоскости, кроме точек 𝑎, 𝑏 = 𝑎 − 1
𝛾𝑘1

и 𝑐 = 𝑎 − 1
𝛾𝑘2

, являющихся полюсами.
Данная функция зависит от трех параметров, но по условиям Коши в точке 𝑧0 однознач-
но определяются полюсы решения и само решение.

Пусть 𝑢(𝑥) есть решение задачи Коши на прямой для уравнения (2) с начальными
условиями 𝑢(𝑥0) = 𝐶1, 𝑢

′(𝑥0) = 𝐶2, 𝑢
′′(𝑥0) = 𝐶3, где 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 ∈ R, а 𝑤(𝑧) есть решение

уравнения (1) с теми же начальными условиями. Если функция 𝑤(𝑧) имеет полюсы на
прямой, то на вещественной оси решение задачи Коши с начальными условиями в точке
𝑥0 ∈ R однозначно определено только на части прямой, содержащей 𝑥0. Аналитическое же
решение 𝑤(𝑧) задает функцию, однозначно определенную на всей прямой. Эту функцию
будем называть формальным решением задачи Коши для уравнения (2).

Если полюсы 𝑎, 𝑏 и 𝑐 лежат на вещественной прямой, то функция 𝑢(𝑥) не является
локально интегрируемой и ей соответствует семейство обобщенных функций (распределе-
ний), зависящее от трех произвольных постоянных.

Так как обобщенная функция не может быть подставлена в уравнение (2) (для обоб-
щенных функций не определена операция возведения в степень), то существует необходи-
мость придать смысл понятию обобщенного решения и выяснить, какие из распределений,
соответствующих формальному решению, являются обобщенными решениями.

Воспользуемся методом аппроксимации начальных условий, который применялся для
построения обобщенных решений первого и второго уравнений иерархии Риккати [3–4].

Определение 1. Аппроксимацией начальных условий будем называть три комплексно-
значные функции 𝐶1(𝜀), 𝐶2(𝜀), 𝐶3(𝜀) положительного малого параметра 𝜀, такие, что

𝐶1(𝜀) → 𝐶1, 𝐶2(𝜀) → 𝐶2, 𝐶3(𝜀) → 𝐶3 при 𝜀→ 0.

Пусть 𝑤𝜀(𝑥) есть решение задачи Коши для уравнения (1) с условиями 𝑤𝜀(𝑥0) = 𝐶1(𝜀),
𝑤′

𝜀(𝑥0) = 𝐶2(𝜀), 𝑤
′′
𝜀 (𝑥0) = 𝐶3(𝜀). Аппроксимацию начальных условий будем называть допу-

стимой, если функции 𝑤𝜀(𝑥) не имеют особенностей на вещественной оси и в пространстве
обобщенных функций на прямой существует предел семейства 𝑤𝜀(𝑥) при 𝜀→ 0.
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Определение 2. Обобщенным решением задачи Коши для уравнения (2) с условиями
𝑢(𝑥0) = 𝐶1, 𝑢

′(𝑥0) = 𝐶2, 𝑢′′(𝑥0) = 𝐶3 при заданном допустимом способе аппроксимации
начальных условий будем называть предел 𝑊 семейства 𝑤𝜀(𝑥) при 𝜀→ 0.

При наличии у формального решения трех различных полюсов существует восемь
разных допустимых способов аппроксимации и, соответственно, существует восемь раз-
ных обобщенных решений задачи Коши, при этом вид обобщенного решения зависит от
расположения полюсов функции 𝑤𝜀(𝑥) выше или ниже вещественной оси.

В зависимости от начальных условий возможны вырожденные случаи, когда обобщен-
ных решений задачи Коши будет меньше. Так, например, в работе [4] рассмотрен случай
двух бесконечно удаленных полюсов (𝑏 = ∞ и 𝑐 = ∞ при 𝐶2 = −𝛾𝐶2

1 и 𝐶3 = 2𝛾2𝐶3
1) и

найдены обобщенные решения задачи Коши для уравнения (2):

𝑊± =
1

𝛾
𝑃

(︂
1

𝑥− 𝑎

)︂
± 𝑖𝜋

1

𝛾
𝛿𝑎,

где 𝑎 = 𝑥0 − 1
𝛾𝐶1

, ⟨𝛿𝜏 , 𝜙⟩ = 𝜙(𝜏), 𝑃
(︀
1
𝑥

)︀
– обобщенная функция, заданная выражением⟨

𝑃

(︂
1

𝑥

)︂
, 𝜙

⟩
=

∫︁
1

𝑥
𝜙(𝑥)𝑑𝑥,

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. А в работе [5] рассмотрен
случай совпадения всех полюсов (𝑎 = 𝑏 = 𝑐 при 𝐶2 = −𝛾

3
𝐶2

1 и 𝐶3 = 2𝛾2

9
𝐶3

1) и для уравнения
(2) найдены четыре обобщенных решения:

𝑊± =
3

𝛾
𝑃

(︂
1

𝑥− 𝑎

)︂
± 𝑖𝜋

3

𝛾
𝛿𝑎, 𝑊

± =
3

𝛾
𝑃

(︂
1

𝑥− 𝑎

)︂
± 𝑖𝜋

1

𝛾
𝛿𝑎, где 𝑎 = 𝑥0 −

3

𝛾𝐶1

.

Общий случай, когда формальное решение на прямой имеет три различные полюса,
является самым сложным и требует детального анализа.
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА
ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО АВТОНОМНОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

А.А. Кумко, И.П. Мартынов

Рассмотрим нелинейное автономное дифференциальное уравнение четвертого порядка

8𝑦3𝑦𝐼𝑉 = 40𝑦2𝑦′𝑦′′′ + 28𝑦2𝑦′′2 − 124𝑦𝑦′2𝑦′′ + 63𝑦′4, (1) 
где 𝑦 – комплексная функция от 𝑧, 𝑧 – независимая комплексная переменная. Решение 
дифференциального уравнения (1) будем искать в виде ряда Лорана

𝑦(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘 (𝑧 − 𝑧0)
𝑘−𝑠 , (2)

где ℎ0 ̸= 0,∀𝑧0 ∈ C, ℎ𝑘 ∈ C, 𝑠 ∈ Z. Подстановкой частного решения вида

𝑦 = ℎ0 (𝑧 − 𝑧0)
−𝑠

легко убедиться, что значение коэффициента ℎ0 произвольно, а 𝑠 ∈ {−4, 2, 6}.
Дифференциальное уравнение (1) имеет следующие резонансные наборы [1], [2] вида

(𝑠, ℎ0;−1, 𝑟1, ..., 𝑟𝑛−1):

(−4, ℎ0;−1, 0, 5, 6) , (2, ℎ0;−1, 0, 2, 3) , (6, ℎ0;−1,−5, 0, 6) .

Посредством замены

𝑦 =
1

𝑤2
, (3)

из (1) получим дифференциальное уравнение для 𝑤 вида

𝑤2𝑤𝐼𝑉 = 2𝑤𝑤′𝑤′′′ + 2𝑤𝑤′′2 − 2𝑤′2𝑤′′. (4)

Дифференциальное уравнение (4) имеет следующие резонансные наборы:

(−3, ℎ0;−1,−5, 0, 6) , (−1, ℎ0;−1, 0, 2, 3) , (2, ℎ0;−1, 0, 5, 6) .

Справедлива
Лемма 1. Дифференциальное уравнение (4) имеет первый интеграл вида

𝑤′′′ = 2
𝑤′𝑤′′

𝑤
+ 𝐶. (5)
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Замечание 1. Используя (3) и (5), для дифференциального уравнения (1) можно
построить первый интеграл вида

4𝑦2𝑦′′′ = 14𝑦𝑦′𝑦′′ − 9𝑦′3 +𝐻1𝑦
7
2 . (7)

Справедлива
Лемма 2. Дифференциальное уравнение (5) при 𝐶 = −30𝐶1 имеет трехпараметри-

ческое рациональное решение вида

𝑤 = 𝐶1 (𝑧 − 𝑧0)
3 + 𝐶2 (𝑧 − 𝑧0)

−2 . (8)

Отсюда, согласно (3), следует
Теорема 1. Дифференциальное уравнение (1) имеет трехпараметрическое рацио-

нальное решение вида

𝑦 =
1(︀

𝐶1 (𝑧 − 𝑧0)
3 + 𝐶2 (𝑧 − 𝑧0)

−2)︀2 .
В дифференциальном уравнении (1) выполним подстановку

𝑦′ = 2𝑢𝑦,

и для функции 𝑢 получим нелинейное автономное дифференциальное уравнение третьего
порядка вида (︀

𝑢′ − 𝑢2
)︀′′

= −
(︀
𝑢′ − 𝑢2

)︀2
. (9)

В [3] показано, что дифференциальное уравнение (9) имеет мероморфные решения с
полюсами первого порядка, полярные разложения которых имеют целые вычеты. Отсюда,
согласно лемме из [4], следует

Теорема 2. Все решения дифференциального уравнения (1) являются мероморфными
функциями.

Замечание 3. Дифференциальное уравнение (1) не встречается в наиболее известных
работах по теме, например в [5].

Работа второго автора выполнена при финансовой поддержке Белорусского Республи-
канского фонда фундаментальных исследований (проект Ф25КИ-087)
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КЛАССИЧЕСКИЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ
И РАЗНОСТНАЯ СХЕМА КАГАНА

М.Д. Малых, И.Т. Дулатов

Теория классических трансцендентных функций. Динамическая система долж-
на описывать взаимно-однозначное соответствие между начальным и конечным положе-
нием. Но для нелинейных систем это не так. По мысли Пенлеве обыкновенные дифферен-
циальные уравнения интегрируются в абелевых функциях и прочих классических транс-
цендентах тогда и только тогда, когда на алгебраическом интегральном многообразии они
задают бирациональное соответствие [1-3].

Метод Кагана. Вполне естественным образом возникает вопрос о том, какие диф-
ференциальные уравнения можно аппроксимировать разностной схемой, задающей бира-
циональное соответствие? В одномерном случае всякое бирациональное соответствие —
дробно-линейное. Пенлеве отсюда вывел, что всякое дифференциальное уравнение 1-го
порядка, задающее между начальным и конечным положениям бирациональное соответ-
ствие, является уравнением Риккати [1]. Тем же путем можно доказать, что всякое диф-
ференциальное уравнение 1-го порядка, которое можно аппроксимировать разностной схе-
мой, задающее между начальным и конечным положениям бирациональное соответствие,
является уравнением Риккати [4].

Аналогия между непрерывной и дискретной теориями на этом и заканчивается. Как
известно, дифференциальные уравнения с квадратичной правой частью крайне редко ин-
тегрируются в эллиптических или абелевых функциях. Более того, даже в этом случае
бирациональное соответствие получается только после того, как мы ограничим рассмот-
рение инвариантным алгебраическим многообразием, приравняв все интегралы движения
константам. Напротив, в дискретном случае всякое дифференциальное уравнение аппрок-
симируется разностной схемой, задающей бирациональное соответствие. Шаг по времени
здесь описывается квадратичным преобразованием Кремоны, а сама схема является сим-
метричной относительно обращения времени.

В обозначениях Самарского, построение указанной схемы основано на замене 𝑥2 на
𝑥̂𝑥. Этот прием, вероятно, был известен в солитонной тематике еще в середине XX века,
однако первой публикацией по этой схеме следует признать доклад 1993 г. У. Кагана [5].
Независимо от Кагана этот же прием к движению волчка применили Хирота и Кимура
[6,7], они же первыми исследовали вопрос о наследовании интегралов движения такого
рода схемами. Наследование интеграла энергии в случае гамильтоновой системы было
доказано в [8], а исследование интегральных кривых для гамильтновой системы с одной
степень свободы представлено в [9]. После этих работ утвердилось название метода — ме-
тод Кагана и пришло понимание, что главное достоинство метода Кагана состоит в том,
что он задает бирациональное отображение между старым и новым положением динами-
ческой системы.

Метод Кагана и эллиптические функции. Нелинейные осцилляторы, которые ин-
тегрируются в эллиптических функциях, всегда были в центре внимания аналитической
теории. По методу Кагана описывающие их дифференциальные уравнения можно ап-
проксимировать разностной схемой, которая задает бирациональное соответствие между
положениями системы. В этом случае дискретная теория повторяет непрерывную теорию
полностью: 1) точки приближенного решения ложатся на некоторую эллиптическую кри-
вую, которая при ∆𝑡→ 0 переходит в интегральную кривую, 2) разностная схема допуска-
ет представление при помощи квадратуры, 3) приближенное решение можно представить
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при помощи эллиптической функции дискретного аргумента. При помощи преобразова-
ний Кремоны можно построить дискретную теорию эллиптических функций, которая тем
и отличается от непрерывной, что место бирациональных преобразований эллиптической
кривой занимают преобразования Кремоны объемлющего ее пространства [9-11].

Бесконечно удаленные точки. Еще одна интересная параллель с аналитической
теорией дифференциальных уравнений связана с полюсами. Мы аппроксимировали урав-
нение Риккати по методу Кагана и сравнили график точного решения уравнения и точки
приближенного решения на отрезке, содержащем несколько подвижных полюсов [4]. Ока-
залось, что приближенное решение вполне корректно воспроизводит поведение точного
решения уравнения Риккати в подвижном полюсе: оно уходит на +∞ и возвращается
обратно с −∞. Само положение особой точки на оси абсцисс определяется с некоторой
погрешностью, а бесконечно больших значения заменяются на просто большие. В компью-
терных экспериментах мы много раз убеждались, что метод Кагана правильно передает
полюса, даже кратные, и даже их последовательности.

Вывод и новые вызовы. Разобравшись с эллиптическими осцилляторами, мы фак-
тически лишь закончили обсуждать классические вопросы аналитической теории XIX
века. Метод Кагана применим к любым системам с квадратичной правой частью, в том
числе тем, которые не обладают свойством Пенлеве и тем более не интегрируются в эллип-
тических функциях. Шаг по времени в схеме Кагана описывается квадратичным преобра-
зованием Кремоны. Это очень интересный и мало исследованный алгебраический объект,
который может стать ключом к исследованию свойств динамических систем с квадратич-
ной правой частью.
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О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ СЕДЬМОГО ПОРЯДКА
С ПОДВИЖНОЙ ОСОБОЙ ЛИНИЕЙ

И.П. Мартынов, А.А. Мухин

Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝑦𝑉 𝐼𝐼 = 2𝑦𝑦𝑉 𝐼 − 42𝑦′𝑦𝑉 + 210𝑦′′𝑦𝐼𝑉 − 175(𝑦′′′)2, (1)

где 𝑦 = 𝑦(𝑧). Найдем для него рациональные решения и укажем уравнение подвижной
особой линии.

Нахождение резонансов уравнения (1). Будем искать решение уравнения (1) в
виде ряда

𝑦 = 𝛼𝑡−𝑠 + . . .+ ℎ𝑟𝑡
𝑟−𝑠 + . . . , 𝑡 = 𝑧 − 𝑧0, 𝑧0 ∈ C (2)

и ставить в соответствие набор

(𝑠, 𝛼; 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, 𝑟5, 𝑟6, 𝑟7). (3)

Подставив ряд (2) в уравнение (1), получим 𝑠 = 1, 𝛼 = −28, 𝑟1 = −1, 𝑟2 = −2, 𝑟3 = −3,
𝑟4 = −4, 𝑟5 = −5, 𝑟6 = −6, 𝑟7 = −7. Тогда получим набор (3):

(1,−28;−1,−2,−3,−4,−5,−6,−7).

Запишем решение уравнения (1) в виде

𝑦 = −28

𝑡
+

∞∑︁
𝑘=1

ℎ𝑘
𝑡𝑘+1

, (4)

где, согласно [1], коэффициенты ℎ𝑘, 𝑘 = 1, 7 являются произвольными комплексными
числами, а остальные коэффициенты определяются по рекуррентным формулам. Область
сходимости ряда (4) также приведена в [1].

Рациональные решения.
Лемма 1. Уравнение (1) имеет двухпараметрические рациональные решения

𝑦 = −28(𝑧 − 𝑧0)
−1 + ℎ(𝑧 − 𝑧0)

−𝑘, ∀ ℎ, 𝑧0 ∈ C, 𝑘 = 2, 3, 4. (5)

Лемма 2. Уравнение (1) имеет трехпараметричесикие рациональные решения

𝑦 = −28(𝑧 − 𝑧0)
−1 + ℎ1(𝑧 − 𝑧0)

−2 + ℎ2(𝑧 − 𝑧0)
−3,

𝑦 = −28(𝑧 − 𝑧0)
−1 + ℎ1(𝑧 − 𝑧0)

−2 + ℎ3(𝑧 − 𝑧0)
−4, (6)

𝑦 = −28(𝑧 − 𝑧0)
−1 + ℎ2(𝑧 − 𝑧0)

−3 + ℎ3(𝑧 − 𝑧0)
−4

∀ℎ1, ℎ2, ℎ3, 𝑧0 ∈ C
Лемма 3. Уравнение (1) имеет четырехпараметрическое рациональное решение

𝑦 = −28(𝑧 − 𝑧0)
−1 + ℎ1(𝑧 − 𝑧0)

−2 + ℎ2(𝑧 − 𝑧0)
−3 + ℎ3(𝑧 − 𝑧0)

−4, ∀ ℎ1, ℎ2, ℎ3, 𝑧0 ∈ C. (7)
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Подстановкой функций (5), (6), (7) в уравнение (1) убеждаемся в том, что они дей-
ствительно являются решениями уравнения (1).

Свойство инвариантности уравнения (1). Рассмотрим преобразование

𝑦(𝑧) = 𝑓 ′(𝑧)𝑢(𝑓(𝑧)) + 28𝜑(𝑧), 𝑓 ′′ = 2𝑓 ′𝜑, 𝜑′ = 𝜑2, 𝑓 =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, 𝑓 ′ ̸= 0. (8)

Уравнение (1) при преобразовании (8) приводится к виду

(𝑓 ′)8
(︀
𝑢𝑉 𝐼𝐼 − 2𝑢𝑢𝑉 𝐼 + 42𝑢′𝑢𝑉 − 210𝑢′′𝑢𝐼𝑉 + 175(𝑢′′′)2

)︀
= 0,

а значит уравнение (1) инвариантно при преобразовании (8).
Наличие подвижной особой линии. Найдем решение уравнения (1) в виде ряда

Дирихле

𝑦 = −1

2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘𝛾
𝑘𝑒−𝑘𝑧, 𝛾 ∈ C. (9)

Подставив (9) в (1), найдем рекуррентные формулы для коэффициентов 𝛽𝑘:

𝑘6(1 − 𝑘)𝛽𝑘 =
𝑘−1∑︁
𝑝=1

3∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚𝑝
𝑚(𝑘 − 𝑝)6−𝑚𝛽𝑝𝛽𝑘−𝑝,

где 𝑎0 = 1, 𝑎1 = −42, 𝑎2 = 210, 𝑎3 = −175, 𝑘 = 2, 3, . . ., 𝛽1 = 1.
Согласно [1], можно записать трехпараметрическое решение уравнения (1) в виде

𝑦 = −28

𝑡
+

ℎ

2(𝑧 − 𝑧1)
− ℎ

(𝑧 − 𝑧1)2

∞∑︁
𝑘−1

𝛽𝑘𝛾
𝑘𝑒

− 𝑘ℎ
𝑧−𝑧1 ,

где 𝛾, ℎ, 𝑧1 - произвольные постоянные. Ряд будет абсолютно сходящимся при условии [1]

𝑅𝑒
ℎ

𝑧 − 𝑧1
> 𝑐, (10)

где 𝑐 - абсцисса сходимости ряда (9) [2]. Из (10) получим

2𝑐𝑧𝑧 − (2𝑐𝑧1 + ℎ)𝑧 − (2𝑐𝑧1 + ℎ)𝑧 + 2𝑐𝑧1𝑧1 + ℎ𝑧1 + ℎ𝑧1 < 0. (11)

Неравенством (11) задана область, границей которой является линия с уравнением

2𝑐𝑧𝑧 − (2𝑐𝑧1 + ℎ)𝑧 − (2𝑐𝑧1 + ℎ)𝑧 + 2𝑐𝑧1𝑧1 + ℎ𝑧1 + ℎ𝑧1 = 0. (12)

При 𝑐 = 0 из (12) будем иметь уравнение прямой

ℎ(𝑧 − 𝑧1) + ℎ(𝑧 − 𝑧1) = 0. (13)

При 𝑐 ̸= 0 получим уравнение окружности⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝑧1 −

ℎ

2𝑐

⃒⃒⃒⃒
=

|ℎ|
2 |𝑐|

(14)

с центром в точке 𝑧1 + ℎ
2𝑐

и радиусом |ℎ|
2|𝑐| .
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Заключение. Уравнение (1) имеет двухпараметрические, трехпараметрические и че-
тырехпараметрическое решения, указанные в леммах 1, 2, 3.

Уравнение (1) имеет подвижную особую линию с уравнением (13) при 𝑐 = 0 и (14) при
𝑐 ̸= 0.

Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке Белорусского Республи-
канского фонда фундаментальных исследований (проект Ф25КИ-087)
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ЕСТЕСТВЕННАЯ ГРАНИЦА АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ
РЕШЕНИЯ С ПОДВИЖНОЙ ОСОБОЙ ЛИНИЕЙ

Е.С. Петревич

Рассмотрим дифференциальное уравнение с частными производными пятого порядка,
не обладающее свойством Пенлеве:

𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡 = 2𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑡 − 𝑎𝑦𝑡𝑦𝑥𝑥𝑥 − (20 − 𝑎)𝑦𝑥𝑦𝑥𝑥𝑡 + 20𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑡, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (1)

Положим 𝑦 = 𝑢(𝜑), 𝜑 = 𝜑(𝑥, 𝑡), 𝜑𝑥 = 1, 𝜑𝑡 ̸= 0. Тогда из (1) получаем

𝑢(5) = 2𝑢𝑢(4) − 20𝑢′𝑢′′′ + 20(𝑢′′)2. (2)

Уравнение (2) приводится в [1] как пример уравнения, имеющего только отрицательные
резонансы.

В работе [2] показано, что решение (1) представляется рядом

𝑦 = −15

𝜑
+

ℎ

2𝜑2
− ℎ

𝜑2

∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜃
𝑘𝑒−𝑘ℎ/𝜑, (3)

где ℎ, 𝜑, 𝜃 — произвольные функции от 𝑡; 𝛼1 = 1; остальные коэффициенты 𝛼𝑘 удовлетво-
ряют рекуррентному соотношению

𝛼𝑘 = − 2

𝑘4(𝑘 − 1)

𝑘−1∑︁
𝑛=1

(10𝑘2𝑛2 − 30𝑘𝑛3 + 21𝑛4)𝛼𝑛𝛼𝑘−𝑛, 𝑘 = 2, 3, 4, ...

Ряд (3) сходится при Re
(︁

ℎ
𝜑

)︁
> 𝜂, 𝜂 = 𝜎 + ln |𝜃|, где

𝜎 = lim sup
𝑘→∞

1

𝑘
ln |𝛼𝑘|. (4)

Граница области определяется уравнением

Re

(︂
ℎ

𝜑

)︂
= 𝜂. (5)
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Пусть 𝜑 = 𝑥+ 𝑖𝑦, ℎ = ℎ1 + 𝑖ℎ2. Тогда Reℎ
𝜑

= ℎ1𝑥+ℎ2𝑦
𝑥2+𝑦2

и (5) задаёт окружность при 𝜂 ̸= 0
и прямую при 𝜂 = 0.

Положим 𝑧 = 𝜃𝑒−ℎ/𝜑. Тогда ряд (3) приводится к степенному ряду 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=1 𝛼𝑘𝑧
𝑘, с

радиусом сходимости 𝑅 = 𝑒−𝜎 (см. [3, с. 54–56]).

Определение. Граница области аналитичности функции называется естественной
границей, если не существует ни одной точки этой границы, через окрестность которой
функция может быть аналитически продолжена (см. [3, с. 78–80]).

Теорема. Подвижная особая линия (5) является естественной границей аналитиче-
ского продолжения решения (3).

Доказательство. Предположим, что существует точка 𝑧0, |𝑧0| = 𝑅, в окрестности ко-
торой функция 𝑓(𝑧) аналитична. Тогда существует круг |𝑧 − 𝑧0| < 𝛿, в котором функция
аналитична. Выберем 𝜀 > 0 так, что дуга окружности |𝑧| = 𝑅 + 𝜀 вблизи точки 𝑧0 лежит
внутри этого круга.

Построим замкнутый контур Γ = Γ1 ∪Γ2 ∪Γ3 ∪Γ4, где Γ1 — дуга |𝑧| = 𝑅+ 𝜀, Γ3 — дуга
|𝑧| = 𝑅, а Γ2,Γ4 — соединяющие кривые, лежащие в области аналитичности функции.

По формуле Коши (см. [3, с. 78–80]) 𝛼𝑘 = 1
2𝜋𝑖

∑︀4
𝑗=1

∫︀
Γ𝑗

𝑓(𝑧)
𝑧𝑘+1 𝑑𝑧.

Оценивая интеграл, получаем |𝛼𝑘| ≤ 1
2𝜋

∑︀4
𝑗=1

∫︀
Γ𝑗

|𝑓(𝑧)|
|𝑧|𝑘+1 |𝑑𝑧|.

Переходя к верхнему пределу, учитывая, что на дуге Γ1 |𝑧| = 𝑅 + 𝜀, имеем
lim sup𝑘→∞

1
𝑘

ln |𝛼𝑘| ≤ − ln(𝑅 + 𝜀).
Так как 𝑅 = 𝑒−𝜎, получаем − ln(𝑅 + 𝜀) < 𝜎, следовательно,

lim sup
𝑘→∞

1

𝑘
ln |𝛼𝑘| < 𝜎,

что противоречит равенству (4).
Значит, аналитическое продолжение невозможно ни в одной точке границы |𝑧| = 𝑅.

Таким образом, подвижная особая линия (5) является естественной границей анали-
тического продолжения решения (3).
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

С ФРЕДГОЛЬМОВЫМ ОПЕРАТОРОМ ПРИ ТРЕТЬЕЙ ПРОИЗВОДНОЙ, 
ОБЛАДАЮЩИМ ДВУМЕРНЫМ ЯДРОМ

В.И. Усков

Рассмотрим задачу Коши:
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𝐴
𝑑3𝑢

𝑑𝑡3
= 𝐵

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
+ 𝐶

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+𝐷𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡), (1)

𝑢(0) = 𝑢0,
𝑑𝑢

𝑑𝑡
(0) = 𝑢1,

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
(0) = 𝑢2, (2)

где заданы линейные ограниченные операторы 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, действующие из банахова
пространства 𝑋1 в банахово пространство 𝑋2, функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝑋2, начальные значения 𝑢0,
𝑢1, 𝑢2 из 𝑋1; 𝑡 ∈ T = [0; 𝑡𝑘], 𝑡𝑘 < +∞.

Оператор 𝐴 полагается фредгольмовским с нулевым индексом (далее, фредгольмов),
обладающим двумерным ядром (свойство, вполне определяющее фредгольмов оператор,
приведено, напр., в [2]).

Дифференциальными уравнениями третьего порядка по временной переменной 𝑡, опи-
сываются, напр., колебания термоупругих пластин, что находит применение от авиации
до строительной механики [1].

Ввиду того, что оператор 𝐴 вырожден, решение задачи (1), (2) существует не при
каждых начальных значениях.

Требуется определить условия, при которых решение существует, единственно; найти
это решение в аналитическом виде.

Под решением задачи (1), (2) подразумевается функция 𝑢(𝑡): трижды дифференциру-
емая, удовлетворяющая (1), (2) при каждом 𝑡 ∈ T и аналитичная в точке 𝑡 = 0.

Задача подробно решена в статье [3]. Ввиду недостатка места результаты здесь не
приводятся. Отметим только, что для решения задачи применяется метод каскадной де-
композиции, заключающийся в пошаговом расщеплении исходных уравнения и условий
на соответствующие уравнения и условия в подпространствах уменьшающихся размерно-
стей.
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О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ КЛАССА ФУКСА
С БЕССЛЕДОВЫМИ МАТРИЦАМИ

Л.А. Хвощинская

В монографии [1] рассмотрены уравнения Пенлеве всех типов. В частности, уравнение
Пенлеве VI типа, тесно связанное с проблемой Римана-Гильберта, для решения которой
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требуется построить дифференциальное уравнение по заданной группе монодромии из
2х2 невырожденных матриц 𝑉𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 + 1, 𝑉1 · 𝑉2 · · · 𝑉𝑛+1 = 𝐸 и заданным особым
точками 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑛 + 1, 𝑎𝑛+1 = ∞. При построении уравнения авторы предполагают
det𝑉𝑘 = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑛, т.е. характеристические числа этих матриц равны 𝑒2𝜋𝑖𝜌𝑘 и 𝑒−2𝜋𝑖𝜌𝑘 .
Тогда соответствующая система дифференциальных уравнений класса Фукса

𝑑𝑌

𝑑𝑧
= 𝑌

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝑧 − 𝑎𝑘
(1)

является бесследовой, т.е. 𝑇𝑟𝐴𝑘 = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑛. В случае трех особых точек система (1)
была построена и сведена к гипергеометрическому уравнению. В случае четырех особых
точек удалось построить уравнение (1) лишь в некоторых частных случаях. В общем
случае, как указывают авторы, построение уравнения (1) затруднительно.

В работе [2] с помощью «метода логарифмизации произведения двух матриц» постро-
ено уравнение (1) для любого числа 2х2 матриц 𝑉𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛 + 1) монодромии с произ-
вольными характеристическими числами 𝑒2𝜋𝑖𝜌𝑘 и 𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑘 . После подстановки

𝑌 (𝑧) =
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑧 − 𝑎𝑘)
𝜌𝑘+𝜎𝑘

2 𝜓(𝑧)

уравнение сводится к бесследовому уравнению

𝑑𝜓

𝑑𝑧
= 𝜓

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘

𝑧 − 𝑎𝑘
, (2)

матрицы-вычеты 𝐵𝑘 которого имеют характеристические числа 𝜔𝑘 = (𝜌𝑘 − 𝜎𝑘)/2 и
−𝜔𝑘 = (𝜎𝑘 − 𝜌𝑘)/2. Суммы матриц 𝐵𝑗 + 𝐵𝑘 также являются бесследовыми с характери-
стическими числами ±𝜔𝑗𝑘. Уравнение (2) сведено к обыкновенному дифференциальному
уравнению второго порядка

𝑢′′ +

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑧 − 𝑎𝑘
−

𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑏𝑗

)︃
𝑢′+

+

⎛⎝−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜔2
𝑘

(𝑧 − 𝑎𝑘)2
+

𝑛∑︁
𝑗, 𝑘 =1 (𝑗<𝑘)

𝑞𝑗𝑘
(𝑧 − 𝑎𝑗) (𝑧 − 𝑎𝑘)

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑠𝑘
𝑧 − 𝑎𝑘

𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑏𝑗

⎞⎠𝑢 = 0, (3)

где введены обозначения:

𝑠𝑘 =
1

2𝜔𝑛+1

(︀
𝜔2
1𝑘 − 𝜔2

1𝑘−1 + 𝜔2
𝑘𝑛 − 𝜔2

𝑘+1𝑛

)︀
,

𝑞𝑗𝑘 = −
(︀
𝜔2
𝑗𝑘 − 𝜔2

𝑗+1𝑘−1 + 𝜔2
𝑗𝑘−1 − 𝜔2

𝑗+1𝑛𝑘 + 𝑠𝑗 + 𝑠𝑘
)︀
,

а 𝑏𝑗 – корни многочлена степени (𝑛− 2), коэффициенты которого явно выражаются через
𝜔𝑘 и 𝜔𝑗𝑘. Точки 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛−2 не являются точками ветвления решений уравнения (3) и
называются «ложными особыми точками».

С помощью замены 𝑣 =
∏︀𝑛

𝑘=1 (𝑧 − 𝑎𝑘)𝑢 уравнение (3) можно записать в виде

𝑣′′ +

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑧 − 𝑎𝑘
+

𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑏𝑗

)︃
𝑣′+



22 ЕРУГИНСКИЕ ЧТЕНИЯ – 2026

+

⎛⎝−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜔2
𝑘

(𝑧 − 𝑎𝑘)2
−

𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

(𝑧 − 𝑏𝑗)
2 +

𝑛∑︁
𝑗, 𝑘=1(𝑗<𝑘)

𝑞𝑗𝑘
(𝑧 − 𝑎𝑗) (𝑧 − 𝑎𝑘)

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑠𝑘
𝑧 − 𝑎𝑘

𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑏𝑗

⎞⎠ 𝑣 = 0.

Обозначив 𝑏𝑗 = 𝑎𝑛+𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑛− 2, перепишем это уравнение в симметричном виде

𝑣′′ +
2𝑛−2∑︁
𝑘=1

1

𝑧 − 𝑎𝑘
𝑣′ +

⎛⎝2𝑛−2∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘

(𝑧 − 𝑎𝑘)2
+

2𝑛−2∑︁
𝑗, 𝑘 =1 (𝑗<𝑘)

𝑟𝑗𝑘
(𝑧 − 𝑎𝑗) (𝑧 − 𝑎𝑘)

⎞⎠ 𝑣 = 0, (4)

𝑑𝑘 = −𝜔2
𝑘, при 𝑘 = 1, 𝑛, и 𝑑𝑘 = −1, если 𝑘 = 𝑛+1, 2𝑛−2. Если в уравнении (4) привести

коэффициент при 𝑣 к общему знаменателю, то приходим к уравнению вида

𝑣′′ +
2𝑛−2∑︁
𝑘=1

1

𝑧 − 𝑎𝑘
𝑣′ +

𝑄4𝑛−6(𝑧)∏︀2𝑛−2
𝑘=1 (𝑧 − 𝑎𝑘)2

𝑣 = 0, (5)

где 𝑄4𝑛−6(𝑧) – многочлен. Уравнение (5) можно рассматривать отдельно, не связывая
его с проблемой Римана-Гильберта. В частности, выяснить, какие из точек 𝑎𝑘 являются
точками ветвления решений уравнения, а какие нет. Имеет место следующее утверждение.

Утверждение. Если в дифференциальном уравнении

𝑦′′ +
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑧 − 𝑎𝑘
𝑦′ +

𝑄2𝑛−2(𝑧)∏︀𝑛
𝑘=1 (𝑧 − 𝑎𝑘)2

𝑦 = 0

точка 𝑎𝑘 удовлетворяет равенству 𝑄2𝑛−2(𝑎𝑘) = −1, то эта точка не является точ-
кой ветвления решений уравнения. Если 𝑄2𝑛−2(𝑎𝑘) ̸= −1, то точка 𝑎𝑘 является точкой
ветвления, причем при условии 𝑄2𝑛−2(𝑎𝑘) = 0 решение уравнения имеет логарифмиче-
скую особенность.
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О ДВУХ СООТНОШЕНИЯХ МЕЖДУ РЕШЕНИЯМИ
ТРЕТЬЕГО УРАВНЕНИЯ ПЕНЛЕВЕ

В.В. Цегельник

Система дифференциальных уравнений

𝑧𝑞′ = 𝑞 + 𝑧𝑟 + 𝜎𝑧𝑞2, (1)

𝑞𝑟′ = −1 + 𝑟2, (2)

в которой 𝜎2 = 1, относительно неизвестной функции 𝑞 независимой переменной 𝑧 экви-
валентна уравнению

𝑧𝑞𝑞′′ = 𝑧𝑞′
2 − 𝑞𝑞′ + 2𝜎𝑞3 + 𝑧𝑞4 − 𝑧, (3)
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которое является третьим уравнением Пенлеве

𝑝′′ =
𝑝′2

𝑝
− 𝑝′

𝑧
+

1

𝑧

(︀
𝑎𝑝2 + 𝑏

)︀
𝑝+ 𝑐𝑝3 +

𝑑

𝑝
(4)

с параметрами 𝑎 = 2𝜎, 𝑏 = 0, 𝑐 = 1, 𝑑 = −1. Система (1), (2) есть частный случай системы
[1, 2, 3], эквивалентной уравнению (3) в случае 𝑐 = −𝑑 = 1.

Известно, что все решения уравнения

𝑅1 = 𝑧𝑞′ − 𝜎𝑞2 − (𝑎𝜎 − 1)𝑞 − 𝜎1𝑧 = 0, 𝜎2
1 = 1 (5)

являются [3] решениями уравнения (4), в котором 𝑐 = −𝑑 = 1 при условии

𝜎1𝑏+ 𝑎𝜎 − 2 = 0.

Исключение из системы (1), (2) неизвестной функции 𝑞 приводит относительно 𝑟 к урав-
нению

𝑟′′ =
𝑟𝑟′2

𝑟2 − 1
− 𝑟′

𝑧
− 𝜎(𝑟2 − 1), (6)

общее решение которого, в чем легко убедиться, не имеет подвижных критических особых
точек.

Полагая в (6)

𝑟 =
1

2

(︂
𝑅2 +

1

𝑅2

)︂
(7)

относительно функции 𝑅 получим уравнение

𝑧𝑅𝑅′′ = 𝑧𝑅′2 −𝑅𝑅′ − 𝜎

4
𝑧(𝑅4 − 1). (8)

Уравнение (8) есть уравнение (4) с параметрами 𝑎 = 𝑏 = 0, 𝑐 = −𝑑 = −𝜎
4
.

Система (1), (2) с учетом (7) принимает вид

𝑞 =
𝑅4 − 1

4𝑅𝑅′ , (9)

𝑅2 +
1

𝑅2
= 2

(︁
𝑞′ − 𝜎𝑞2 − 𝑞

𝑧

)︁
. (10)

Отметим, что если 𝑞(𝑧) — решение уравнения (3), которое также является решением урав-
нения (5), то оно порождает по формуле (10) решения 𝑅 = ±1 и 𝑅 = ±𝑖 уравнения (8).
Формулу (9) можно записать в виде 𝑞 = (𝑅2)2−1

2(𝑅2)′
.

Теорема 1. Пусть 𝑞 = 𝑞(𝑧) — решение уравнения (3) при фиксированном 𝜎, отличное
от решений уравнения (5). Тогда функция 𝑅 = 𝑅(𝑧), где 𝑅2 — один из корней квадратного
уравнения (10), является решением уравнения (8).

Теорема 2. Пусть 𝑅(𝑧) (𝑅4(𝑧) − 1 ̸≡ 0) — решение уравнения (8) при фиксирован-
ном значении 𝜎. Тогда функция 𝑞(𝑧), определяемая формулой (9), является решением
уравнения (3).
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SEQUENTIAL APPROXIMATION METHOD 
FOR SOLVING BOUNDARY VALUE PROBLEMS 

FOR SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

O.O. Kurbanbaev, K.D. Djakaeva

Let us consider the periodic boundary value problem for a second-order differential equation
in which the derivative of the unknown function does not explicitly appear in the right-hand
side:

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), (1)

𝑥(0) = 𝑥(𝑇 ), 𝑥′(0) = 𝑥′(𝑇 ). (2)

here 𝑓(𝑡, 𝑥) is a continuous function defined in the domain (𝑡, 𝑥) ∈ (−∞,+∞) ×𝐷.
To obtain an approximate solution of the boundary value problem (1), (2), we use a

numerical-analytical method of successive approximations [1–2]. For this purpose, we consider
the integral equation equivalent to (1) under certain parameter values:

𝑥(𝑡) =

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
𝑥𝑇 +

𝑡

𝑇
𝑥0 + 𝑡

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
(𝑥′0 − 𝑥′𝑇 )+

+

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠− 𝑡

𝑇

∫︁ 𝑇

𝑡

(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠. (3)

The approximate solution of the integral equation (3), depending on parameters, is con-
structed by the iterative scheme for 𝑚 = 0, 1, 2, . . .:

𝑥𝑚+1(𝑡, 𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 ) =

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
𝑥𝑇 +

𝑡

𝑇
𝑥0 + 𝑡

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
(𝑥′0 − 𝑥′𝑇 )+

+

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 ))𝑑𝑠−

− 𝑡

𝑇

∫︁ 𝑇

𝑡

(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 ))𝑑𝑠. (4)

here (𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 ) = (𝑥0, 𝑥𝑇 , 𝑥

′
0, 𝑥

′
𝑇 ).

Theorem. Let the function 𝑓(𝑡, 𝑥) be continuous in the domain (𝑡, 𝑥) ∈ (−∞,+∞) ×𝐷,
bounded by a constant 𝑀 , and satisfy the Lipschitz condition with constant 𝐾:

|𝑓(𝑡, 𝑥)| ≤𝑀, |𝑓(𝑡, 𝑥′′) − 𝑓(𝑡, 𝑥′)| ≤ 𝐾|𝑥′′ − 𝑥′|,

for all 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] and 𝑥, 𝑥′, 𝑥′′ ∈ 𝐷.
Let the set 𝐷0 be nonempty and contain the function

𝑥0(𝑡, 𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 ) =

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
𝑥𝑇 +

𝑡

𝑇
𝑥0 + 𝑡

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
(𝑥′0 − 𝑥′𝑇 ),
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which is taken as the initial approximation, and lies in a neighborhood of radius 𝑇
2
𝑀 within 𝐷.

Assume that the Lipschitz constant 𝐾 satisfies

𝑞 =
𝑇 2

𝜋
𝐾 < 1.

Then the sequence of approximate solutions 𝑥𝑚(𝑡, 𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 ) of equation (4) converges uni-

formly as 𝑚→ ∞ to the exact solution 𝑥*(𝑡, 𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 ) of the integral equation (3), and the error

satisfies

|𝑥*(𝑡, 𝑥0𝑇 , 𝑥′0𝑇 ) − 𝑥𝑚(𝑡, 𝑥0𝑇 , 𝑥
′
0𝑇 )| ≤ 𝑞𝑚𝑇

1 − 𝑞
𝑀 𝛼(𝑡),

where

𝛼(𝑡) =
2𝜋

3
𝑡

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
.

If the parameters 𝑥𝑇 = 𝑥0 and 𝑥′𝑇 = 𝑥′0 in the exact solution 𝑥* are chosen such that{︃∫︀ 𝑇

0
𝑓(𝑠, 𝑥*(𝑠, 𝑥0, 𝑥

′
0))𝑑𝑠 = 0,∫︀ 𝑇

0
𝑠𝑓(𝑠, 𝑥*(𝑠, 𝑥0, 𝑥

′
0))𝑑𝑠 = 0,

then the function 𝑥*(𝑡, 𝑥*0, 𝑥
′*
0 ) is a solution of the boundary value problem (1), (2). In this case,

the sequence 𝑥𝑚 defined by (4) satisfies the periodic boundary conditions (2) for all 𝑚.
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

О ПОСТАНОВКЕ КОРРЕКТНОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ДВУСТОРОННЕЙ СИСТЕМЫ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А.Б. Антоневич, О.А. Архипенко

Пусть задана система разностных уравнений

𝐴𝑘𝑢𝑘+1 − 𝜆𝑢𝑘 = 𝑣𝑘, 𝑘 ∈ Z, (1)

где 𝐴𝑘 ∈ C𝑚×𝑚 – невырожденные матрицы, 𝑣𝑘, 𝑢𝑘 ∈ C𝑚, 𝜆 ∈ C. Предполагается, что
𝐴𝑘 → 𝐴+ при 𝑘 → +∞ и 𝐴𝑘 → 𝐴− при 𝑘 → −∞, причём предельные матрицы 𝐴+ и 𝐴−
также невырождены.

Исследованию систем разностных уравнений посвящена обширная литература, но име-
ются неисследованные вопросы, один из которых рассмотрен в работе.

Через ℓ2(C𝑚,Z) обозначается гильбертово пространство двусторонних последователь-
ностей 𝑢 = {𝑢𝑘, 𝑘 ∈ Z} векторов из C𝑚, для которых

‖𝑢‖2 =
+∞∑︁
−∞

‖𝑢𝑘‖2 <∞.

В этом пространстве для уравнения (1) рассматривается краевая задача с условием

𝑢0 = 𝜉 ∈ 𝐿, (2)

где 𝐿 векторное подпространство в C𝑚. Задача называется корректной, если для любого
𝑣 ∈ ℓ2(C𝑚,Z) и любого 𝜉 ∈ 𝐿 существует единственное решение 𝑢 ∈ ℓ2(C𝑚,Z).

Условия корректности задачи записываются в следующих терминах.
Пусть 𝐸±

𝑠 (𝜆) есть подпространство устойчивых вперед (назад) начальных условий в
C𝑚, т.е. состоящее из таких 𝜉, при которых решение однородной системы

𝐴𝑘𝑢𝑘+1 − 𝜆𝑢𝑘 = 0, (3)

с начальным условием 𝑢0 = 𝜉 устойчиво соответственно справа или слева: 𝑢𝑘 → 0 при
𝑘 → ±∞.

Аналогично, пусть 𝐸±
𝑢 (𝜆) есть подпространство в C𝑚, состоящее из таких 𝜉, при кото-

рых решение однородной сопряжённой системы 𝐴*
𝑘𝑢𝑘−1 − 𝜆𝑢𝑘 = 0 с начальным условием

𝑢0 = 𝜉 устойчиво соответственно справа или слева: 𝑢𝑘 → 0 при 𝑘 → ±∞.
Положим

𝐿𝑠(𝜆) = 𝐸+
𝑠 (𝜆) ∩ 𝐸−

𝑠 (𝜆), 𝐿𝑢(𝜆) = 𝐸+
𝑢 (𝜆) ∩ 𝐸−

𝑢 (𝜆).

Обозначим через 𝜆+𝑗 и 𝜆−𝑗 собственные значения матриц 𝐴+ и, соответственно, 𝐴−.
Теорема 1. Задача (1)-(2) корректна тогда и только тогда, когда выполнены условия

1)|𝜆| ̸= |𝜆±𝑗 |; 2)𝐿𝑢(𝜆) = {0}; 3)𝐿 = 𝐿𝑠(𝜆).



АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 27

Дополнение к окружностям |𝜆| = |𝜆±𝑗 | на плоскости параметров 𝜆 состоит из внут-
реннего круга 𝐾0, ограниченного окружностью с наименьшим радиусом, конечного числа
колец, лежащих между соседними окружностями, и 𝐾1 – внешности окружности с наи-
большим радиусом. В зависимости от того, в какую из указанных частей попадает 𝜆,
возможны следующие качественно разные случаи.

Если в некотором из указанных колец 𝐿𝑢(𝜆) ̸= {0}, то не существует корректных задач.
Если 𝐿𝑢(𝜆) = {0}, 𝐿𝑠(𝜆) = {0}, то уравнение (1) имеет единственное решение при

любой правой части, т.е. корректна задача без начального условия. Этот случай имеет
место при 𝜆, принадлежащих 𝐾0, 𝐾1, и может быть выполненным в некоторых из колец.

Корректные начальные задачи при 𝜆, лежащем в заданном кольце, существуют, если
𝐿𝑢(𝜆) = {0}, 𝐿𝑠(𝜆) ̸= {0}.

Для проверки условий теоремы нужно знать подпространства 𝐿𝑠(𝜆) и 𝐿𝑢(𝜆). В случае
постоянных коэффициентов эти подпространства строятся методами линейной алгебры.
В общем случае они зависят от всех коэффициентов 𝐴𝑘 и не имеют явного описания, но
они могут быть построены с помощью предельного перехода.

Опишем способ построения 𝐸+
𝑠 (𝜆). Для каждого 𝑁 > 0 рассмотрим усечённую систему

с матрицами

𝐴
(𝑁)
𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴+, 𝑘 ≥ 𝑁,

𝐴𝑘, −𝑁 < 𝑘 < 𝑁,

𝐴−, 𝑘 ≤ −𝑁.
(4)

Пусть 𝑊 (𝜆) есть подпространство, порождённое собственными и присоединёнными век-
торами матрицы 𝐴+, соответствующими собственным значениям, для которых |𝜆+𝑗 | > |𝜆|.
Для системы (4) подпространство 𝐸+

𝑠 (𝜆,𝑁) устойчивых вперед начальных условий стро-
ится по формуле

𝐸+
𝑠 (𝜆,𝑁) = 𝜆−𝑁𝐴0𝐴1 · · ·𝐴𝑁−1 (𝑊 (𝜆)). (5)

Множество подпространств пространства C𝑚 образует многообразие Грассмана. Пусть
𝑃𝐸 есть ортогональный проектор на подпространство 𝐸. На многообразии Грассмана опре-
делена метрика 𝜌(𝐸,𝐿) = ‖𝑃𝐸 − 𝑃𝐿‖ и сходимость подпространств понимается в смысле
этой метрики.

Теорема 2. При 𝑁 → ∞ последовательность подпространств 𝐸+
𝑠 (𝜆,𝑁) сходится к

подпространству 𝐸+
𝑠 (𝜆).

Скорость сходимости зависит от скорости сходимости 𝐴𝑘 к 𝐴+.
Аналогично строится подпространство 𝐸−

𝑠 (𝜆).

ОБ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
НЕСКОЛЬКИХ ЛИНЕЙНЫХ АВТОНОМНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

А.С. Баландин

Рассмотрим линейное автономное дифференциальное уравнение нейтрального типа

(𝐼 − 𝑆)𝑥̇(𝑡) = (𝑇𝑥)(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (1)

в следующих предположениях и обозначениях:

(𝑆ℎ𝑦)(𝑡) =

{︃
𝑦(𝑡− ℎ), 𝑡− ℎ > 0,

0, 𝑡− ℎ < 0,
𝑆 =

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑆ℎ𝑗
, (𝑇𝑦)(𝑡) =

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚𝑆𝜏𝑚 ,
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где 𝐽 ∈ N, 𝑀 ∈ N0, 𝑎𝑗, 𝑏𝑚 ∈ R, ℎ𝑗, 𝜏𝑚 ∈ R+, функция 𝑓 : R+ → R суммируема на каждом
конечном отрезке.

Решением уравнения (1) назовём абсолютно непрерывную на каждом конечном отрезке
функцию 𝑥 : R+ → R, удовлетворяющую (1) почти всюду на R+.

Как известно (см. [1, с. 84, теорема 1.1], [2]), уравнение (1) с заданным начальным
условием 𝑥(0) ∈ R однозначно разрешимо и его решение представимо в виде

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑌 (𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ R+, (2)

где 𝑋 : R → R называется фундаментальным решением, 𝑌 : R → R — функцией Коши
уравнения (2). Функции 𝑋 и 𝑌 доопределим нулём на отрицательной полуоси. Из (2)
следует, что различные свойства (асимптотическое поведение, положительность и т.п.)
решений уравнения (1) определяются функциями 𝑋 и 𝑌 .

Функция 𝑋 определяется как решение однородного уравнения вида (1), дополненного
начальным условием 𝑥(0) = 1. Функция 𝑌 , в отличие от 𝑋, не может быть решением
дифференциального уравнения. Однако в работе [2] установлена связь между 𝑋 и 𝑌 :

𝑋(𝑡) = (𝐼 − 𝑆)𝑌 (𝑡). (3)

Для 𝑋 и 𝑌 рассмотрим следующие оценки:

|𝑌 (𝑡)| 6𝑀1𝑒
−𝛾𝑡, (4)

|𝑋(𝑡)| 6𝑀2𝑒
−𝛾𝑡, 𝑀1,𝑀2, 𝛾 > 0. (5)

Очевидно, что в силу равенства (3) из оценки (4) вытекает оценка (5).
Характеристическая функция уравнения (1) имеет вид: 𝑔(𝑝) = 𝑝

(︁
1 −

∑︀𝐽
𝑗=1 𝑎𝑗𝑒

−𝑝ℎ𝑗

)︁
−

−
∑︀𝑀

𝑚=0 𝑏𝑚𝑒
−𝑝𝜏𝑚 , 𝑝 ∈ C.

Теорема 1 [3]. Функция Коши уравнения (1) имеет оценку (4), тогда и только тогда,
когда оператор 𝐼 − 𝑆 имеет в пространстве 𝐿𝑝 обратный и все нули функции 𝑔 лежат
слева от мнимой оси.

Рис. 1. Область 𝐷1 (слева) и область 𝐷2 (справа).

Теорема 1 сводит задачу экспоненциальной устойчивости уравнения (1) к двум более
простым: обратимости оператора 𝐼−𝑆 в пространстве 𝐿𝑝 и расположения на комплексной
плоскости нулей характеристической функции.
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В данной работе рассмотрим уравнение

𝑥̇(𝑡) − 𝑎𝑥̇(𝑡− 3) + 𝑏1𝑥(𝑡− 1) + 𝑏2𝑥(𝑡− 2) = 0, 𝑡 ∈ R+. (6)

В пространстве 𝑂𝑢𝑎𝑢𝑏1𝑢𝑏2 введём плоскость 𝑢𝑏1 + 𝑢𝑏2 = 0 и поверхность

{(𝑢𝑎, 𝑢𝑏1 , 𝑢𝑏2) : 𝑢𝑏1 =
𝜃

sin 𝜃
(𝑢𝑎 cos 𝜃 − cos 2𝜃), 𝑢𝑏2 =

𝜃

sin 𝜃
(cos 𝜃 − 𝑢𝑎 cos 2𝜃), 𝜃 ∈ (0, 𝜃0)},

где 𝜃0 ∈ (𝜋
2
, 𝜋) — корень уравнения 𝑢𝑎 cos 𝜃 − cos 2𝜃 = − cos 𝜃 + 𝑢𝑎 cos 2𝜃. Эти поверхность

и плоскость ограничивают область 𝐷1, границы не принадлежат 𝐷1.
Теорема 2. Функция Коши уравнения (6) имеет оценку (4) тогда и только тогда,

когда (𝑎, 𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝐷1.
Рассмотрим ещё одно уравнение

𝑥̇(𝑡) − 𝑎𝑥̇(𝑡− 4) + 𝑏1𝑥(𝑡− 1) + 𝑏3𝑥(𝑡− 3) = 0, 𝑡 ∈ R+. (7)

В пространстве 𝑂𝑢𝑎𝑢𝑏1𝑢𝑏3 введём плоскости 𝑢𝑏1 + 𝑢𝑏3 = 0, −𝑢𝑏1 + 𝑢𝑏3 + 𝜋(1 − 𝑢𝑎)/2 = 0 и
поверхность{︂

(𝑢𝑎, 𝑢𝑏1 , 𝑢𝑏3) : 𝑢𝑏1 =
𝜃(1 + 𝑢𝑎 − 2 cos 2𝜃)

2 sin 𝜃
, 𝑢𝑏3 = −𝜃(−1 − 𝑢𝑎 + 2𝑢𝑎 cos 2𝜃)

2 sin 𝜃
, 𝜃 ∈

(︁
0,
𝜋

2

)︁}︂
Эти плоскости и поверхность ограничивают область 𝐷2, границы не принадлежат 𝐷2.

Теорема 3. Функция Коши уравнения (7) имеет оценку (4) тогда и только тогда,
когда (𝑎, 𝑏1, 𝑏3) ∈ 𝐷2.
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О СВОЙСТВАХ ИНВАРИАНТНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ

Е.Б. Бекряева, Е.К. Макаров

Рассмотрим линейную дифференциальную систему

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, (1)

с ограниченной кусочно-непрерывной матрицей коэффициентов 𝐴 и матрицей Коши 𝑋𝐴.
В [1] для исследования асимптотической устойчивости тривиального решения системы

𝑦̇ = 𝐴(𝑡)𝑦 + 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0,
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с нелинейным возмущением 𝑓(𝑡, 𝑦) высшего порядка малости использовались оценки вида

‖𝑋𝐴(𝑡, 𝑠)‖ ≤ 𝐷 exp(𝛼(𝑡− 𝑠) + 𝛽𝑠), (2)

где 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0, 𝐷 > 0, 𝛼, 𝛽 – некоторые числа. Следуя [2], упорядоченную пару (𝛼, 𝛽) ∈ R2

будем называть оценкой Малкина для системы (1), если существует такое число
𝐷 = 𝐷(𝛼, 𝛽) > 0, что выполняется неравенство (2). Множество всех оценок Малкина для
системы (1) обозначим через 𝐸(𝐴). Минимальными оценками Малкина будем называть
элементы замыкания 𝐸(𝐴), минимальные относительно частичного порядка, задаваемого
в R2 положительным квадрантом. Множество минимальных оценок Малкина для системы
(1) будем обозначать через 𝑀(𝐴). Это множество может быть представлено как график
монотонно убывающей выпуклой функции, определенной на некотором отрезке.

Для интерпретации минимальных оценок Малкина в терминах показателей в [2] вве-
дено следующее

Определение. Инвариантным равномерным показателем 𝜄[𝑥] ненулевого решения 𝑥
системы (1) называется верхняя грань множества 𝑁(𝑥) верхних пределов

lim
𝑘→+∞

1

(𝑡𝑘 − 𝑠𝑘)
ln

‖𝑥(𝑡𝑘)‖
‖𝑥(𝑠𝑘)‖

по всевозможным последовательностям 𝜏𝑘 = (𝑡𝑘, 𝑠𝑘), 𝑡𝑘 > 𝑠𝑘 > 0, 𝑘 ∈ N, таким что
𝑡𝑘 − 𝑠𝑘 → +∞ при 𝑘 → +∞ и inf

𝑘
𝑡𝑘𝑠

−1
𝑘 > 1.

В [2] также введен особый инвариантный показатель, определяемый условием
(I0(𝐴), 0) ∈ 𝑀(𝐴), который является достижимой границей подвижности инвариантных
равномерных показателей при экспоненциальных возмущениях.

Используя подход, предложенный в [3] и примененный в [2] к оценкам Малкина, можно
получить следующее утверждение.

Теорема 1. Для любого ненулевого решения 𝑥 системы (1) справедливы равенства

𝜄[𝑥] = sup
𝜃>0

lim
𝑠→+∞

1

(𝜃 − 1)𝑠
ln

‖𝑥(𝜃𝑠)‖
‖𝑥(𝑠)‖

, I0(𝐴) = sup
𝜃>0

lim
𝑠→+∞

1

(𝜃 − 1)𝑠
ln ‖𝑋𝐴(𝜃𝑠, 𝑠)‖.

Используя общий подход к вычислению асимптотических характеристик, предложен-
ный в [4], можно получить существенное уточнение теоремы 1.

Теорема 2. Для любой системы (1) и любого ее ненулевого решения 𝑥 справедливы
равенства

I0(𝐴) = lim
𝜃→1+0

lim
𝑠→+∞

1

(𝜃 − 1)𝑠
ln ‖𝑋𝐴(𝜃𝑠, 𝑠)‖ = lim

𝜃→1+0
lim
𝑘→∞

1

(𝜃 − 1)𝜃𝑘
ln ‖𝑋𝐴(𝜃𝑘+1, 𝜃𝑘)‖,

𝜄[𝑥] = lim
𝜃→1+0

lim
𝑠→+∞

1

(𝜃 − 1)𝑠
ln

‖𝑥(𝜃𝑠)‖
‖𝑥(𝑠)‖

= lim
𝜃→1+0

lim
𝑘→∞

1

(𝜃 − 1)𝜃𝑘
ln

‖𝑥(𝜃𝑘+1)‖
‖𝑥(𝜃𝑘)‖

.

В.М. Миллионщиковым поставлена [5] задача о необходимом и достаточном условии,
которому должна удовлетворять линейная однородная дифференциальная система (1),
чтобы у соответствующей ей неоднородной системы

𝑦̇ = 𝐴(𝑡)𝑦 + 𝑓(𝑡), 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0,

при любой неоднородности 𝑓 : [0,+∞) → R𝑛, являющейся кусочно-непрерывной вектор-
функцией с неположительным показателем Ляпунова 𝜆[𝑓 ] ≤ 0, существовало решение 𝑦,
показатель Ляпунова которого также неположителен 𝜆[𝑦] ≤ 0.
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Решение этой задачи дано А.С. Фурсовым в работе [6]. Существенная часть получен-
ного им критерия формулируется в терминах специальных величин 𝑟(𝑎) и 𝑅(𝑎), назы-
ваемых показателями малого роста, которые ставятся в соответствие каждой кусочно-
непрерывной ограниченной на полуоси функции 𝑎, не имеющей точного интегрального
среднего.

В [4] для величин 𝑅(𝑎) и 𝑟(𝑎) получены представления

𝑟(𝑎) = lim
𝜃→1+0

lim
𝑠→+∞

1

(𝜃 − 1)𝑠

𝑠𝜃∫︁
𝑠

𝑎(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑅(𝑎) = lim
𝜃→1+0

lim
𝑠→+∞

1

(𝜃 − 1)𝑠

𝑠𝜃∫︁
𝑠

𝑎(𝜏) 𝑑𝜏,

которые, в частности, означают, что показатель малого роста 𝑅(𝑎) совпадает с инвари-
антным равномерным показателем уравнения 𝑥̇ = 𝑎(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, т.е. выполнены
равенства

𝑅(𝑎) = 𝜄[𝑧], 𝑧(𝑡) = exp

𝑡∫︁
0

𝑎(𝑠)𝑑𝑠.

Устанавливаемая теоремой 2 связь инвариантных показателей с оценками Малкина поз-
воляет в определенной степени упростить доказательство результатов работы [6].

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция-2030» .
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ СИСТЕМА 
С ЛЯПУНОВСКОЙ ОБЩЕРАДИАЛЬНОЙ 

ЛУЧЕВОЙ ПОЛНОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТЬЮ, 
НО ВЕРХНЕПРЕДЕЛЬНОЙ ГЛОБАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТЬЮ

А.А. Бондарев

Известен классический пример Р. Э. Винограда [1, гл. III, § 6.3] и некоторая его мо-
дификация А. Ф. Филиппова [2, гл. 4, § 18] двумерной автономной дифференциальной
системы, все решения которой стремятся к нулю при неограниченном росте времени, но
тем не менее система неустойчива по Ляпунову.
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Результат настоящего доклада усиливает этот пример и продолжает серию работ ав-
тора (см. исследования [3–7] для неавтономных систем и [8–10] для автономных), посвя-
щенных реализуемости на конкретных дифференциальных системах сочетаний свойств
устойчивости и неустойчивости (трех типов: по Ляпунову, по Перрону [11] и верхнепре-
дельного [12]), резко контрастирующих друг с другом.

Для числа 𝑛 ∈ N и фазовой области 𝐺 ⊆ R𝑛 рассматриваем дифференциальные систе-
мы вида

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓, 𝑓 ′
𝑥 ∈ 𝐶 (R+ ×𝐺) , 𝑓(𝑡, 0) = 0, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0,+∞), 0, 𝑥 ∈ 𝐺, (1)

правые части которых обеспечивают существование и единственность решений задач Ко-
ши во всей области 𝐺 и наличие у системы нулевого решения.

Введем следующие обозначения:
| · | — норма в евклидовом пространстве R𝑛;
𝑥𝑓 (·, 𝑥0) — непродолжаемое решение системы (1), удовлетворяющее начальному усло-

вию 𝑥𝑓 (0, 𝑥0) = 𝑥0 ∈ 𝐺;
S𝑛−1 ≡

{︀
𝑥 ∈ R𝑛

⃒⃒
|𝑥| = 1

}︀
— единичная сфера в пространстве R𝑛;

B𝛿,𝑢 ≡
{︀
𝑐𝑢
⃒⃒

0 < 𝑐 < 𝛿
}︀

— интервал длины 𝛿 > 0 в пространстве R𝑛 в направлении
единичного вектора 𝑢 ∈ S𝑛−1.

Определение. Скажем, что для системы (1) имеет место следующее стабильностное
свойство:

1) перроновская или верхнепредельная глобальная устойчивость, если сразу все на-
чальные значения 𝑥0 ∈ 𝐺 удовлетворяют соответственно требованию

lim
𝑡→+∞

|𝑥𝑓 (𝑡, 𝑥0)| = 0 или lim
𝑡→+∞

|𝑥𝑓 (𝑡, 𝑥0)| = 0

(которое считаем невыполненным, в частности, если решение 𝑥𝑓 (·, 𝑥0) определено не на
всем луче R+);

2) ляпуновская общерадиальная лучевая полная неустойчивость, если для любого век-
тора 𝑢 ∈ S𝑛−1 существуют такие 𝜀, 𝛿 > 0, что любое начальное значение 𝑥0 ∈ B𝛿,𝑢 не
удовлетворяет требованию sup

𝑡∈R+

|𝑥𝑓 (𝑡, 𝑥0)| < 𝜀 (которое тоже считаем невыполненным, в

частности, если решение 𝑥𝑓 (·, 𝑥0) определено не на всем луче R+).
В нижеследующей теореме представлен пример автономной (т.е. не зависящей явно от

временной переменной 𝑡) дифференциальной системы, обладающей (в отличие от приме-
ров из работ [8–10]) сразу всеми этими стабильностными свойствами.

Теорема. Для 𝑛 = 2 и 𝐺 = R2 существует автономная дифференциальная систе-
ма (1), которая имеет правую часть 𝑓 , удовлетворяющую условиям

𝑓 : R2 → R2, 𝑓 ′(0) = 0,

а также обладает следующими свойствами:
1) и перроновской, и верхнепредельной глобальными устойчивостями;
2) ляпуновской общерадиальной лучевой полной неустойчивостью.
Замечание. Распространить полученный результат на случай размерности 𝑛 = 1

невозможно даже для неавтономной системы [13, 14].
Исследование выполнено при поддержке Фонда развития теоретической физики и ма-

тематики «БАЗИС» (проект 22-8-10-3-1).
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ПОКАЗАТЕЛИ ЛЯПУНОВА ПЕРИМЕТРОВ И ПЛОЩАДЕЙ
РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ РЕКУРРЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ
В ПРОСТРАНСТВЕ ВЫПУКЛЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ

А.С. Войделевич

Суммой Минковского 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 двух непустых множеств 𝑋, 𝑌 ⊂ R2 на плоскости
называется множество 𝑍

def
= {𝑥 + 𝑦 : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }. Для действительной 2 × 2-матрицы
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𝐴 и множества 𝑋 ⊂ R2 через 𝐴𝑋 обозначим множество {𝐴𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋}. В том частном
случае, когда 𝐴 = diag[𝑎, 𝑎], 𝑎 ∈ R, вместо 𝐴𝑋 пишем 𝑎𝑋. Непосредственно из определения
следует, что для произвольных множеств 𝑋, 𝑌 ⊂ R2 и 2 × 2-матриц 𝐴 верно равенство
𝐴(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐴𝑋 + 𝐴𝑌 . Отметим, что для произвольных действительных 2 × 2-матриц
𝐴, 𝐵 и множества 𝑋 ⊂ R2, вообще говоря, (𝐴 + 𝐵)𝑋 ̸= 𝐴𝑋 + 𝐵𝑋. В то же время, если
числа 𝑎 и 𝑏 одного знака, то для любого выпуклого множества 𝑋 выполнено равенство
(𝑎+ 𝑏)𝑋 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑋.

Через P2 обозначим множество всех выпуклых многоугольников на плоскости, где под
выпуклым многоугольником будем понимать выпуклую оболочку конечного множества
точек. В частности, точки и отрезки также считаем выпуклыми многоугольниками. Для
произвольного выпуклого многоугольника 𝑋 ∈ P2 через 𝑃𝑋 обозначим его периметр, а
через 𝑆𝑋 – его площадь.

Нетрудно видеть, что семейство P2 замкнуто относительно операции сложения по Мин-
ковскому и умножения на матрицу, а значит, мы можем рассмотреть линейное рекуррент-
ное уравнение

𝑋(𝑡+ 1) = 𝑎𝑋(𝑡) + 𝐴𝑋(𝑡), 𝑋(𝑡) ∈ P2, 𝑡 ∈ N ∪ {0}, (1)

где 𝑎 ∈ R и 𝐴 – действительная 2 × 2-матрица коэффициентов. Периметром и площа-
дью решения 𝑋(·) уравнения (1) назовём числовые последовательности (𝑃𝑋(𝑡))𝑡∈N∪{0} и
(𝑆𝑋(𝑡))𝑡∈N∪{0} соответственно.

Показатель Ляпунова 𝜆[𝑥] произвольной последовательности 𝑥(0), 𝑥(1), . . . действи-
тельных чисел определяется по формуле 𝜆[𝑥]

def
= lim

𝑡→+∞
|𝑥(𝑡)|1/𝑡. Показатель Ляпунова 𝜆[𝑥]

называется строгим, если существует предел lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡)|1/𝑡.
Вычислены показатели Ляпунова периметров и площадей решений уравнения (1), ко-

торые при 𝑡 = 0 обладают непустой внутренностью, а именно, доказана следующая
Теорема. Пусть 𝜆1, 𝜆2 ∈ C – собственные значения действительной 2 × 2-матрицы

𝐴, где |𝜆1| ≤ |𝜆2|. Тогда для произвольного решения 𝑋(·) уравнения (1) такого, что 𝑋(0)
– выпуклый многоугольник с непустой внутренностью, показатели Ляпунова 𝜆[𝑃𝑋 ] и
𝜆[𝑆𝑋 ] периметра и площади решения 𝑋(·) являются строгими и соответственно равны
|𝑎| + |𝜆2| и (|𝑎| + |𝜆1|)(|𝑎| + |𝜆2|).

Схожий по тематике результат – вычисление показателей Ляпунова диаметров реше-
ний уравнения (1) – приведён в работе [1].
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛЕННОСТИ ПОПУЛЯЦИИ, 
ВОВЛЕЧЕННОЙ В ЭПИДЕМИЧЕСКИЙ ПРОЦЕСС, 

ПО АСИМПТОТИЧЕСКИМ ДАННЫМ

А.К. Деменчук, Е.К. Макаров

Современная математическая эпидемиология — чрезвычайно обширная научная дис-
циплина, применяющая в своих целях самый широкий математический арсенал, в том
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числе и весьма изощренный. Модели эпидемических процессов, разрабатываемые в ма-
тематической эпидемиологии многочисленны и многообразны [1], Тем не менее, базовой
моделью эпидемического процесса в настоящее время остается модель SIR, сформулиро-
ванная в 1927 году А.Г. МакКендриком и У.О. Кермаком [2], а также ее многочисленные
обобщения (SEIR, SEIRD и др.), ориентированные на рассмотрение случаев развития эпи-
демии с учетом дополнительных обстоятельств в виде, например, противоэпидемических
мер, вакцинации, завоза инфекции, географического распределения населения, его воз-
растной структуры и т.п.

Пандемия COVID-19 создала в математической эпидемиологии совершенно новую си-
туацию. С одной стороны, впервые всеобщим достоянием стали огромные массивы натур-
ных данных, в той или иной степени отражающих реальное протекание эпидемических
процессов почти во всех странах планеты. С другой стороны, как отмечалось в докладе
[3], ни одна из существующих моделей не позволила получить приемлемый прогноз тече-
ния эпидемии. Эти обстоятельства стимулировали как создание альтернативных моделей,
так и поиск причин неадекватного описания реальных процессов в рамках существующих
подходов.

Одним из предположений, положенных в основу модели SIR является отсутствие ка-
рантинных мероприятий и госпитализации, так что каждый заболевший остается источ-
ником инфекции на всем протяжении периода заболевания и перестает заражать окружа-
ющих лишь после полного выздоровления или смерти. В условиях строгого проведения
противоэпидемических мероприятий это условие, очевидно, не выполнено. В связи с этим
для прогнозирования хода первой волны эпидемии COVID-19 в масштабе отдельной стра-
ны или обособленного региона в ряде работ [4, 5, 6] была предложена модель эпидеми-
ческого процесса, согласно которой источником инфекции каждый заболевший является
лишь в первые несколько дней после инфицирования.

Эта модель имеет вид

𝑋(𝑘 + 1) −𝑋(𝑘) = 𝛼(𝑋(𝑘) −𝑋(𝑘 − 𝐿))(𝑁 −𝑋(𝑘)), (1)

где 𝑘 – номер дня от начала эпидемии, 𝑋(𝑘) – суммарное (накопленным итогом) коли-
чество выявленных случаев COVID-19 для дня с номером 𝑘, 𝑁 – начальное количество
восприимчивых, 𝛼 – коэффициент, определяющий интенсивность передачи инфекции, 𝐿 –
длительность периода, в течении которого инфицированный передает инфекцию окру-
жающим. В [6] показано, что уравнение (1) при подходящих дополнительных предполо-
жениях может быть выведена из уравнений модели Барояна – Рвачева, применявшейся
в СССР для прогнозирования эпидемий гриппа [7]. Несложно также показать, что это
уравнение получается из исходной системы интегро-дифференциальных уравнений Мак-
Кендрика – Кермака [2], если приравнять вероятность выздоровления на 𝐿-й день после
начала заболевания к единице.

Как и модель SIR, модель (1) относится к классу компартментальных, описывающих
динамику эпидемического процесса как взаимодействие «компартментов», т.е. различных
групп, на которые, в соответствии с их ролью в передаче инфекции: восприимчивые, инфи-
цированные, выздоровевшие и др. – разбивается вся совокупность людей, среди которых
распространяется эпидемия. Общая численность этой совокупности обычно совпадает с
начальной численностью восприимчивых. Соответствующий параметр 𝑁 принято пола-
гать равным численности всего населения рассматриваемого региона или страны [2, 4, 5].
Такой выбор нельзя считать безоговорочно правильным и, как будет показано в докладе,
во многих случаях он является ошибочным.
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Решения уравнения (1) могут демонстрировать достаточно разнообразное поведение.
В рамках модели эпидемического процесса имеет смысл рассматривать лишь ограни-
ченные положительные строго монотонно возрастающие решения. Введем обозначения
𝑀 = lim

𝑘→+∞
𝑋(𝑘), 𝑞+ = lim

𝑘→+∞
(𝑀−𝑋(𝑘))1/𝑘, 𝑞− = lim

𝑘→−∞
𝑋(𝑘)1/𝑘, 𝑝 –момент достижения пика

эпидемии.
Утверждение. Для решений уравнения (1), принадлежащих к рассматриваемому

типу, справедливы соотношения

𝑁𝛼 = (𝑞𝐿+1
− − 𝑞𝐿−)/(𝑞𝐿− − 1), (𝑁 −𝑀)𝛼 = (𝑞𝐿+1

+ − 𝑞𝐿+)/(𝑞𝐿+ − 1), (2)

𝛼(𝑁 −𝑋(𝑝))𝐿 > 1, 𝛼(𝑁 −𝑋(𝑝+ 𝐿))𝐿 6 1. (3)

Соотношения (2) и (3) позволяют определить величину 𝑁 при условии применимо-
сти альтернативной модели (1). Вычисление параметра 𝑁 на их основе с использованием
данных о заболеваемости COVID-19 для первых волн COVID-19 в Италии и Германии,
размещенных на сайте Университета Джонса Хопкинса (https://coronavirus.jhu.edu), по-
казывает, что во всех случаях начальное число восприимчивых значительно меньше, чем
численность населения указанных стран.

Работа выполнена в Институте математики НАН Беларуси при финансовой поддержке
БРФФИ (проект № Ф25КИ-015).
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РЕДУКЦИЯ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ АСИНХРОННЫМ СПЕКТРОМ 
ЛИНЕЙНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С НЕВЫРОЖДЕННОЙ МАТРИЦЕЙ ПРИ УПРАВЛЕНИИ

А.К. Деменчук, Е.К. Макаров

Рассмотрим линейную систему управления
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𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵𝑢, 𝑡 ∈ R, 𝑥 ∈ R𝑛, (1)

в которой 𝐴(𝑡)– непрерывная 𝜔-периодическая 𝑛 × 𝑛-матрица, 𝐵– постоянная невырож-
денная 𝑛×𝑛-матрица, 𝑢– управление. В качестве управляющего воздействия 𝑢(·) в систе-
ме (1) будем использовать непрерывные на вещественной оси Ω-периодические 𝑛-вектор-
функции такие, что числа 𝜔 и Ω несоизмеримы. Допустимое множество периодических
функций такого рода будем называть иррегулярным.

Задача управления асинхронным спектром с целевым множеством 𝐿 и иррегулярным
допустимым множеством состоит в следующем [1]: выбрать такое программное управление

𝑢 = 𝑢(𝑡) (2)

из указанного допустимого множества, чтобы квазипериодическая система

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵𝑢(𝑡) (3)

имела нетривиальное частично нерегулярное решение 𝑥 = 𝑥(𝑡) периода Ω с заданным
спектром частот 𝐿.

Выполним редукцию системы (3) к некоторой неоднородной системе меньшей размер-
ности с постоянной матрицей коэффициентов. Пусть 𝑢(𝑡)– Ω-периодический 𝑛-вектор та-
кой, что система (3) имеет частично нерегулярное Ω-периодическое решение 𝑥(𝑡) с мно-
жеством частот 𝐿. Из работы [2] следует, что система (3) в смысле существования Ω-
периодических решений эквивалентна системе, состоящей из двух подсистем

𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢(𝑡), 𝐴(𝑡)𝑥 = 0. (4)

Рассмотрим вторую подсистему из (4), которая является функциональной относитель-
но неизвестного Ω-периодического вектора 𝑥 = 𝑥(𝑡) c множеством частот 𝐿. Если осцилли-
рующая часть 𝐴(𝑡) матрицы коэффициентов имеет полный столбцовый ранг, то согласно
[3] эта подсистема не имеет искомых периодических решений. Поэтому далее будем пред-
полагать, что имеет место неравенство

rankcol𝐴 = 𝑟, 1 ≤ 𝑟 < 𝑛. (5)

При выполнении условия (5) найдется постоянная неособенная 𝑛× 𝑛-матрица 𝑄, с помо-
щью которой матрица 𝐴(𝑡) приводится к специальному виду

𝐴(𝑡)𝑄 = 𝐶(𝑡) = [ 0 · · · 0 𝐶𝑛,𝑟(𝑡) ],

где первые 𝑛−𝑟 столбцов нулевые, а столбцы правого блока 𝐶𝑛,𝑟 размерности 𝑛×𝑟 линейно
независимы (здесь и далее нижние индексы блочных матриц указывают их размерность).

Выполнив в системе (5) замену фазовых переменных

𝑥 = 𝑄𝑦 (6)

получим систему
𝑦̇ = 𝑄−1𝐴𝑄𝑦 +𝑄−1𝐵𝑢(𝑡), 𝐴(𝑡)𝑄𝑦 = 0,

которую запишем в виде

𝑦̇ = 𝐶𝑦 +𝐷𝑢(𝑡), 𝐶 = 𝑄−1𝐴𝑄, 𝐷 = 𝑄−1𝐵,
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𝐶(𝑡)𝑦 = [ 0 · · · 0 𝐶𝑛,𝑟(𝑡)]𝑦 = 0, 𝐶(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑄. (7)

В силу неособенности преобразования (6) система (7) также имеет Ω-периодическое реше-
ние 𝑦(𝑡) = 𝑄−1𝑥(𝑡). Поэтому выполняется, в частности, тождество

[ 0 · · · 0 𝐶𝑛,𝑟(𝑡)]𝑦(𝑡) ≡ 0,

которое с учетом принятых обозначений для разбиения векторов примет вид

𝐶𝑛,𝑟(𝑡)𝑦[𝑛−𝑟](𝑡) ≡ 0.

Так как по построению матрица 𝐶𝑛,𝑟(𝑡) имеет полный столбцовый ранг, то из последнего
тождества вытекает тривиальность вектора 𝑦[𝑛−𝑟](𝑡). Следовательно фазовый вектор имеет
следующее строение

𝑦 = col (𝑦[𝑛−𝑟]), 𝑦[𝑟]), 𝑦[𝑛−𝑟] = col (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−𝑟), 𝑦[𝑟] = col (0, . . . , 0) = 0. (8)

В соответствии с разбиением (8) представим матрицу 𝐶 в блочном виде. Пусть 𝐶(11)
𝑛−𝑟, 𝑛−𝑟,

𝐶
(21)
𝑟, 𝑛−𝑟 – ее левые верхний и нижний, а 𝐶

(12)
𝑛−𝑟, 𝑟, 𝐶

(22)
𝑟, 𝑟 – правые верхний и нижний блоки.

С целью согласования размерностей матрицу 𝐷 в свою очередь разобьем по вертикали
на два блока 𝐷(1)

𝑛−𝑟,𝑛 и 𝐷
(2)
𝑟,𝑛, образованные соответственно первыми 𝑛 − 𝑟 и остальными 𝑟

строками этой матрицы. Тогда, принимая во внимание введенные разбиения систему (7)
можно записать в виде

𝑦̇[𝑛−𝑟] = 𝐶
(11)
𝑛−𝑟, 𝑛−𝑟𝑦

[𝑛−𝑟] +𝐷
(1)
𝑛−𝑟,𝑛𝑢(𝑡),

𝐶
(21)
𝑟, 𝑛−𝑟𝑦

[𝑛−𝑟] +𝐷(2)
𝑟,𝑛𝑢(𝑡) = 0, 𝑦[𝑟] = 0. (9)

Имеет место
Теорема. Задача управления асинхронным спектром системы (1) с иррегулярным

допустимым множеством разрешима тогда и только тогда, когда найдется управление
𝑢(𝑡), обеспечивающее существование Ω-периодического решения системы (9).

Работа выполнена в Институте математики НАН Беларуси при поддержке БРФФИ
(проект № Ф25КИ-015).

Литература
1. Деменчук, А. К. Задача управления асинхронным спектром линейных периодических си-

стем с иррегулярным допустимым множеством – необходимое условие разрешимости / А. К. Де-
менчук, Е. К. Макаров // Труды Института математики. – 2025. – Т. 33, № 2. – С. 90–95.

2. Грудо, Э. И. О периодических решениях с несоизмеримыми периодами линейных неодно-
родных периодических дифференциальных систем / Э. И. Грудо, А. К. Деменчук // Дифференц. 
уравнения. – 1987. – Т. 23, № 3. – С. 409–416.

3. Demenchuk, А. К. Partially irregular almost periodic solutions of ordinary differential systems /
A. K. Demenchuk // Math. Bohemica. – 2001. – Vol. 126, № 1. – P. 221–228.

О МЕТОДЕ УГЛОВЫХ ПОГРАНИЧНЫХ ФУНКЦИЙ 
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

И.В. Денисов

В прямоугольнике Ω = {(𝑥, 𝑡) | 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇} рассматривается начально-
краевая задача вида
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀2 (𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡) = 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀) при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω,
𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 𝜙(𝑥) при 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 𝜓1(𝑡) при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,
𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝜓2(𝑡) при 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

(1)

где 𝜀– малый положительный параметр. Для решения подобных задач принято исполь-
зовать метод угловых пограничных функций (см. [1]). Согласно этому методу решение
задачи (1) ищется в виде асимптотического ряда по параметру 𝜀 → 0, состоящего из ше-
сти частей:

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢̄+ (Π +𝑄+𝑄*) + (𝑃 + 𝑃 *).

Здесь 𝑢̄– регулярная часть асимптотики, играющая роль внутри прямоугольника Ω,
Π, 𝑄 и 𝑄*– погранслойные функции, играющие роль вблизи сторон прямоугольника Ω
соответственно 𝑡 = 0, 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1, 𝑃 и 𝑃 *– угловые пограничные функции, играющие
роль вблизи вершин прямоугольника Ω соответственно (0, 0) и (1, 0).

Регулярная часть асимптотики 𝑢̄ строится в виде ряда по степеням параметра 𝜀:

𝑢̄(𝑥, 𝑡, 𝜀) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘 𝑢̄𝑘(𝑥, 𝑡).

Коэффициент 𝑢̄0(𝑥, 𝑡) определяется из уравнения

𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 0, (2)

которое получается, если в (1) положить 𝜀 = 0.
Пограничные функции строятся при растянутых переменных и должны удовлетворять

экспоненциальным оценкам убывания. Кроме этого, один из шагов алгоритма предпола-
гает срезание пограничных функций до нулевых значений в области, отграниченной от
границ прямоугольника, то есть пограничные функции отличны от нуля лишь в узкой
приграничной полосе. При этом их влияние оказывается меньше любой степени 𝜀. За пре-
делами узкой приграничной полосы решение задачи (1) определяется только регулярной
частью асимптотики. Таким образом, решение задачи (1) во внутренней части прямоуголь-
ника Ω с точностью порядка 𝜀 определяет решение функционального уравнения (2).
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АНТИПЕРРОНОВСКИЙ ЭФФЕКТ СМЕНЫ ВОЗМУЩЕНИЯМИ 
ВЫСШЕГО ПОРЯДКА МАЛОСТИ 

ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ СОВПАДАЮЩИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
НА КОНЕЧНОЕ ЧИСЛО ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ

Н.А. Изобов, А.В. Ильин

Рассматриваем двумерные дифференциальные системы: линейную

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅2, 𝑡 ≥ 𝑡0, (1)
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с ограниченными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами и положительными
совпадающими характеристическими показателями 𝜆1(𝐴) = 𝜆2(𝐴) = 𝜆 > 0 и нелинейную

𝑦̇ = 𝐴(𝑡)𝑦 + 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑦 ∈ 𝑅2, 𝑡 ≥ 𝑡0, (2)

также с бесконечно дифференцируемым так называемым (см., например, [1]) 𝑚-возмуще-
нием 𝑓(𝑡, 𝑦), имеющим порядок 𝑚 > 1 малости в окрестности начала координат 𝑦 = 0 и
допустимого роcта вне её:

‖𝑓(𝑡, 𝑦)‖ ≤ 𝐶𝑓‖𝑦‖𝑚, 𝐶𝑓 = const, 𝑦 ∈ 𝑅2, 𝑡 ≥ 𝑡0. (3)

Эффект Перрона [2, см. также 3, с. 50–51] устанавливает существование таких дву-
мерных линейной системы с отрицательными показателями и возмущения (3), что часть
решений системы (2) имеет положительные показатели Ляпунова. Исследованию этого
эффекта посвящена серия работ авторов.

Больший интерес своими возможными приложениями (по построению условно устой-
чивых систем) представляет антиперроновский (противоположный перроновскому) эф-
фект смены всех положительных показателей Ляпунова линейного приближения на от-
рицательные у (некоторых) решений возмущенной дифференциальной системы (2) с ма-
лыми возмущениями различных классов. В работах [4] и [5] антиперроновский эффект
смены 𝑚-возмущениями соответственно совпадающих 𝜆1(𝐴) = 𝜆2(𝐴) > 0 и различных
𝜆2(𝐴) > 𝜆1(𝐴) > 0 положительных характеристических показателей линейного приближе-
ния реализован на единственных решениях с отрицательными показателями у системы (2)
с возмущениями (3) высшего порядка малости.

Возникает вопрос о возможной реализации двумерного антиперроновского эффекта
смены 𝑚-возмущениями (3) положительных показателей линейного приближения на су-
щественно большем числе решений возмущённой системы (2) с отрицательными показа-
телями. Положительный ответ содержит следующая

Теорема. Для любых параметров

𝑚 > 1, 𝜆 > 0, 0 > Λ1 > Λ2 > · · · > Λ𝑙

существуют:
1) двумерная линейная система (1) с ограниченными бесконечно дифференцируемыми

коэффициентами и характеристическими показателями 𝜆1(𝐴) = 𝜆2(𝐴) = 𝜆 > 0;
2) также бесконечно дифференцируемое 𝑚-возмущение

𝑓(𝑡, 𝑦) : [𝑡0,+∞) ×𝑅2 → 𝑅2,

такие что возмущенная система (2) имеет конечное число 𝑙 решений 𝑌𝑖(𝑡) > 0,
𝑡 ∈ [𝑡0,+∞), с показателями Ляпунова 𝜆[𝑌𝑖] = Λ𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 𝑙.
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– 2025. Т. 33, № 2. – С. 96 –102.

СУЩЕСТВОВАНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ 
С ВНУТРЕННИМИ ПЕРЕХОДНЫМИ СЛОЯМИ 

В СИСТЕМЕ ТИХОНОВСКОГО ТИПА В КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ

Е.И. Никулин

Рассматривается краевая задача для тихоновской системы уравнений «реакция-диф-
фузия»

𝜀2
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀) = 0,

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
− 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀) = 0, −1 < 𝑥 < 1,

𝑢(±1) = 0, 𝑣(±1) = 0,

где 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] – малый параметр.
Первое уравнение в литературе называют быстрым, а второе — медленным. Соот-

ветственно, быстрым и медленным называют и сами искомые функции 𝑢, 𝑣. В работе
исследуются вопросы существования и устойчивости по Ляпунову решений, в которых
быстрая компонента 𝑢 обладает внутренним переходным слоем в окрестности некоторой
внутренней точки 𝑥* отрезка [−1; 1] (т.е. является контрастной структурой типа ступень-
ки). Рассматривается специальный случай тождественного баланса источника быстрого
уравнения относительно пространственной координаты, называемый критическим.

С помощью метода А.Б. Васильевой построена асимптотика для решения этой системы.
Выявлены достаточные условия для существования решений указанного типа, обеспечива-
ющие также асимптотическую устойчивость этих решений как решений соответствующей
начально-краевой задачи. Приведены примеры, иллюстрирующие результаты.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект No. 25-71-10024,
https://rscf.ru/project/25-71-10024/.
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О СВОЙСТВЕ ПРАВИЛЬНОСТИ 
ЛИНЕЙНЫХ ГИБРИДНЫХ СИСТЕМ

С.Н. Попова, Э.А. Фахразиева

Рассмотрим линейную однородную гибридную систему{︂
𝑥̇(𝑡) = 𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴12(𝑘)𝑦(𝑘),
𝑦(𝑘 + 1) = 𝐴21(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐴22(𝑘)𝑦(𝑘),

(1)

где 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0
.
= {0, 1, 2, . . . }, 𝑥 ∈ R𝑛1 , 𝑦 ∈ R𝑛2 , функция 𝐴11 : [0,+∞) → R𝑛1×𝑛1

ограничена, кусочно непрерывна, может иметь лишь разрывы первого рода и непрерыв-
на справа в точках разрыва; функции 𝐴𝑗2 : N0 → R𝑛𝑗×𝑛2 (𝑗 = 1, 2) и 𝐴21 : N0 → R𝑛2×𝑛1

ограничены. Положим 𝑛
.
= 𝑛1 + 𝑛2. Систему (1) отождествим с матрицей

𝐴(𝑡) =

(︂
𝐴11(𝑡) 𝐴12(𝑘)
𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

)︂
∈ R𝑛×𝑛, 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0.

Множество всех систем вида (1), удовлетворяющих поставленным условиям, обозначим
M𝑛. Решением системы (1) называем функцию

𝑧 = 𝑧(𝑡) =

(︂
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑘)

)︂
∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1), 𝑘 ∈ N0,

такую, что 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑘) удовлетворяют системе (1) при 𝑡 ∈ (𝑘, 𝑘+ 1), при этом функция 𝑥(𝑡)
непрерывна на [0,+∞).

Пусть 𝑋(𝑡, 𝑠) — матрица Коши системы 𝑥̇(𝑡) = 𝐴11(𝑡)𝑥(𝑡). Положим

𝑋𝐴(𝑘 + 1, 𝑘) =

⎛⎝ 𝑋(𝑘 + 1, 𝑘)
𝑘+1∫︀
𝑘

𝑋(𝑘 + 1, 𝑠) 𝑑𝑠 · 𝐴12(𝑘)

𝐴21(𝑘) 𝐴22(𝑘)

⎞⎠ , 𝑘 ∈ N0,

𝑋𝐴(𝑘, 𝑙) = 𝑋𝐴(𝑘, 𝑘 − 1)𝑋𝐴(𝑘 − 1, 𝑘 − 2) . . . 𝑋𝐴(𝑙 + 1, 𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙.

Тогда для произвольного решения 𝑧(·) системы (1) имеет место равенство

𝑧(𝑘) = 𝑋𝐴(𝑘, 𝑙)𝑧(𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙.

Будем называть матрицу 𝑋𝐴(𝑘, 𝑙), 𝑘, 𝑙 ∈ N0, 𝑘 > 𝑙, матрицей (оператором) Коши ги-
бридной системы (1) в целочисленные моменты времени. Обозначим через M0

𝑛 подмно-
жество множества M𝑛, состоящее из систем вида (1), для которых последовательность(︀
𝑋𝐴(𝑘 + 1, 𝑘)

)︀
𝑘∈N0

вполне ограничена [1], т. е. матрица 𝑋𝐴(𝑘 + 1, 𝑘) обратима при каждом
𝑘 ∈ N0, и найдется такое 𝑎 > 0, что sup

𝑘∈N0

‖𝑋−1
𝐴 (𝑘 + 1, 𝑘)‖ 6 𝑎.

Определение 1. Показателями Ляпунова системы 𝐴(·) ∈ M0
𝑛 будем называть вели-

чины
𝜆𝑖(𝐴)

.
= inf

𝐹∈G𝑖
lim
𝑘→∞

𝑘−1 ln ‖ 𝑋𝐴|𝐹 (𝑘, 0)‖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

где G𝑖 — множество 𝑖-мерных линейных подпространств пространства R𝑛, 𝑋𝐴|𝐹 — сужение
оператора Коши системы 𝐴(·) на подпространство 𝐹 ⊂ R𝑛. Полным спектром показателей
Ляпунова системы 𝐴(·) назовем набор 𝜆(𝐴)

.
=
(︀
𝜆1(𝐴), 𝜆2(𝐴), . . . , 𝜆𝑛(𝐴)

)︀
.
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Определение 1 – это непосредственный перенос на гибридные системы определения,
известного как для систем с непрерывным временем [2–4], так и для систем с дискретным
временем [1, 5, 6].

Определение 2. Будем говорить, что гибридная система 𝐴(·) ∈ M0
𝑛 правильна, если

выполнено равенство

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴) = lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑠=0

ln | det𝑋𝐴(𝑠+ 1, 𝑠)|.

Отметим, что понятие правильности линейной системы с непрерывным временем было
введено А.М. Ляпуновым [2] и перенесено на линейные системы с дискретным временем
В.Б. Демидовичем [5] (см. также [6]).

Теорема 1. Если система (1) правильна, то каждое ее нетривиальное решение 𝑧(·)
имеет строгий показатель Ляпунова, то есть существует точный предел

𝜆[𝑧] = lim
𝑡→+∞

1

𝑡
ln ‖𝑧(𝑡)‖ ̸= ±∞.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания РФ в рамках государственного задания, проект FEWS-2024-0009.
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О ДЕСКРИПТИВНОМ ТИПЕ
НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВ КОЛЕБЛЕМОСТИ РЕШЕНИЙ

ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ

В.А. Похачевский, В.В. Быков

Определение 1. Функция 𝑦 : R+ → R называется колеблющейся (строго), если для
каждого 𝑇 > 0 при некоторых 𝑡2 > 𝑡1 > 𝑇 она на отрезке [𝑡1, 𝑡2] имеет хотя бы один
нуль (соответственно меняет знак внутри отрезка, т. е. 𝑦(𝑎)𝑦(𝑏) < 0 для некоторых
𝑎, 𝑏 ∈ [𝑡1, 𝑡2]).
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Для заданных 𝑡 > 0, κ ∈ {−, 0, *} и функции 𝑦 обозначим через 𝜈κ(𝑦, 𝑡) количество на
(0, 𝑡]: ее смен знака, если κ = −; ее нулей, если κ = 0; ее гиперкратных корней, если κ = *
(в последнем случае некратный нуль считается 1 раз, а кратный — бесконечно много раз).

Определение 2 [1]. Верхней (нижней) частотой Сергеева знаков или нулей скаляр-
ной функции 𝑦 : R+ → R называется величина

𝜔̂κ[𝑦] ≡ lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈κ(𝑦, 𝑡)

(︂
𝜔̌κ[𝑦] ≡ lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈κ(𝑦, 𝑡)

)︂
,

при κ = − или κ = 0 соответственно.
Будем называть линейное однородное уравнение 𝑛-го порядка

𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑦
(𝑛−1) + . . .+ 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦̇ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑦 = 0, 𝑡 ∈ R+, (1)

(строго) колеблющимся, если все его ненулевые решения обладают тем же свойством.
Определение 3 [2]. Слабым верхним (нижним) показателем колеблемости знаков,

нулей или гиперкорней вектор-функции 𝑥 : R+ → R𝑛 называется величина

𝜈κ∘ (𝑥) ≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝑎∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈κ(⟨𝑥, 𝑎⟩, 𝑡)

(︂
𝜈κ∘ (𝑥) ≡ lim

𝑡→+∞
inf
𝑎∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈κ(⟨𝑥, 𝑎⟩, 𝑡)

)︂
,

при κ = −, 0, * соответственно, где ⟨·, ·⟩ — скалярное произведение, а звёздочка в нижнем
индексе означает исключение нулевого вектора.

Определение 4. Будем называть функцию 𝑥 : R+ → R𝑛, 𝑛 ∈ N, колеблющейся (стро-
го), если для каждого 𝑇 > 0 при некоторых 𝑡2 > 𝑡1 > 𝑇 для любого 𝑎 ∈ R𝑛

* функция ⟨𝑥, 𝑎⟩
имеет хотя бы один нуль на отрезке [𝑡1, 𝑡2] (меняет знак внутри него). Систему

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+, (2)

назовём (строго) колеблющейся, если все её ненулевые решения (строго) колеблющиеся.
Вопрос: какой дескриптивный тип имеют множества колеблющихся уравнений и си-

стем, а также колеблющихся решений в соответствующих пространствах?
Через ̃︀M𝑛 обозначим множество систем (2), отождествляемых с задающими их непре-

рывными функциями 𝐴 : R+ → R𝑛×𝑛, наделённое компактно-открытой топологией, а
через ̃︀E𝑛 — подмножество систем, соответствующих уравнениям 𝑛-го порядка (1) и отож-
дествляемых с задающими их функциями 𝑎 : R+ → R𝑛. Пусть отображение 𝚤 сопоставляет
каждой паре (𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀E𝑛 × R𝑛

* решение уравнения 𝑎 с начальным (при 𝑡 = 0) вектором 𝜉,

а отображение 𝚥 — каждой паре (𝐴, 𝜉) ∈ ̃︀M𝑛 ×R𝑛
* решение аналогичной задачи Коши для

системы 𝐴.
Для метрического пространства 𝑀 обозначим через G(𝑀) и F(𝑀) классы всех его

открытых и, соответственно, замкнутых подмножеств, а через G𝛿(𝑀) и F𝜎(𝑀) — классы
всех счётных пересечений множеств из G(𝑀) и, соответственно, объединений множеств
из F(𝑀). Аналогично определяются классы G𝛿𝜎(𝑀) и F𝜎𝛿(𝑀) и т. д.

Множество уравнений, удовлетворяющих условию 𝜔1(𝑎) ≡ inf𝑦∈S*(𝑎) 𝜈
−[𝑦] > 0, где

S*(𝑎) — множество ненулевых решений уравнения 𝑎, является G𝛿𝜎-множеством [3], а мно-
жества

{(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀E𝑛 × R𝑛
* : 𝜔̂0(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0} и {(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀E𝑛 × R𝑛

* : 𝜔̂−(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0},

{(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀E𝑛 × R𝑛
* : 𝜔̌0(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0} и {(𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀E𝑛 × R𝑛

* : 𝜔̌−(𝚤(𝑎, 𝜉)) > 0}
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являются G𝛿𝜎-множествами и, соответственно, F𝜎𝛿𝜎-множествами [4, 5].
Теорема 1. Для любого 𝑛 > 2 справедливы следующие утверждения:
1) множество пар (𝑎, 𝜉) ∈ ̃︀E𝑛 × R𝑛

* , отвечающих колеблющимся решениям, является
F𝜎𝛿-множеством, а строго колеблющимся — G𝛿-множеством;

2) множество строго колеблющихся уравнений (1) является G𝛿-подмножеством в̃︀E𝑛.
Множество {𝐴 ∈ ̃︀M𝑛 : sup𝑥∈S*(𝐴) 𝜈

*[𝑥] > 0} является F𝜎-множеством [6], а множества

{(𝐴, 𝜉) ∈ ̃︀M𝑛 × R𝑛
* : 𝜈*(𝚥(𝐴, 𝜉)) > 0}, {(𝐴, 𝜉) ∈ ̃︀M𝑛 × R𝑛

* : 𝜈*(𝚥(𝐴, 𝜉)) > 0}

являются F𝜎-множеством и, соответственно, F𝜎𝛿-множеством [7].
Теорема 2. Для любого 𝑛 > 2 справедливы следующие утверждения:
1) множество пар (𝐴, 𝜉) ∈ ̃︀M𝑛×R𝑛

* , отвечающих колеблющимся решениям, является
F𝜎𝛿-множеством, а строго колеблющимся — G𝛿-множеством;

2) множество строго колеблющихся систем (2) является G𝛿-подмножеством в ̃︀M𝑛.
Вопросы о возможности усилить утверждения теорем 1 и 2, а также о дескриптивном

типе множеств колеблющихся уравнений и систем остаются открытыми.
Работа Быкова В.В. выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и выс-

шего образования Российской Федерации (проект № 075-03-2026-395).
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ 
С КОНТРОЛЬНЫМИ ТОЧКАМИ 

ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

Е.В. Раецкая

Рассматривается возмущенная система
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𝜀
𝜕𝑥0(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑡
= 𝐵0

𝜕𝑥0(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑠
+𝐷0

𝜕𝑢(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑠
, (1)

с условиями
𝑥0(𝑡𝑖, 𝑠, 𝜀) = 𝛼0𝑖(𝑠), 𝑖 = 0, 𝑘, (2)

где 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑘−1 < 𝑡𝑘 = 𝑇 , 𝑠 ∈ [0, 𝑆], 𝜀 ∈ (0, 𝜀0); 𝑥0(𝑡, 𝑠, 𝜀) ∈ R𝑛;
𝑢0(𝑡, 𝑠, 𝜀) ∈ R𝑚; 𝐵0, 𝐷0 — матрицы соответствующих размеров.

Первоначальной задачей является установление влияния малого параметра на управ-
ляемость пары (𝐵0, 𝐷0), то есть на возможность перевода системы (1) из произвольного
состояния 𝛼00(𝑠) в произвольное состояние 𝛼0𝑘(𝑠) под влиянием какого либо управления
𝑢0(𝑡, 𝑠, 𝜀), при выполнении условий (2) в контрольных точках 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘 − 1.

Наряду с возмущенной системой (1) рассматривается предельная система (𝜀 = 0)

𝐵0
𝜕𝑥0(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
+𝐷0

𝜕𝑢0(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
= 0, (3)

с условиями
𝑥0(𝑡𝑖, 𝑠) = 𝛼0𝑖(𝑠), 𝑖 = 0, 𝑘. (4)

Решается задача построения в явном виде пары функций 𝑥0(𝑡, 𝑠, 𝜀), 𝑢0(𝑡, 𝑠, 𝜀) — решения
задачи управления (1), (2). Устанавливаются связи между соответствующими функция-
ми в условиях (2) и (4). При выполнении условий разрешимости предельной задачи (3),
(4) строится решение предельной задачи — пара функций 𝑥0(𝑡, 𝑠), 𝑢0(𝑡, 𝑠). Исследование
показывает, что решение предельной задачи не может удовлетворить всем условиям (2),
то есть система (1) является сингулярно возмущенной.

Основной целью исследования сингулярно возмущенной системы (1) является постро-
ение управления, генерирующего явление погранслоя. Для любого решения предельной
задачи строится такое решение возмущенной задачи, что функция состояния имеет вид

𝑥0(𝑡, 𝑠, 𝜀) = 𝑥0(𝑡, 𝑠) + 𝑣0(𝑡, 𝑠, 𝜀), (5)

где 𝑣0(𝑡, 𝑠, 𝜀) — функция погранслоя вблизи линий 𝑡𝑖 (𝑖 = 0, 𝑘).
Исследование проводится методом каскадной декомпозиции [1]-[2], базирующемся на

свойствах нетеровости прямоугольного матричного коэффициента 𝐷0 и переходе к систе-
мам в подпространствах. Процесс декомпозиции полностью завершается за число шагов
𝑝, (0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛), переходом от системы (1) с условиями (2) к редуцированной системе

𝜀
𝜕𝑥𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑡
= 𝐵𝑝

𝜕𝑥𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑠
+𝐷𝑝

𝜕𝑢𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑠
, (6)

с условиями
𝜕𝑗𝑥𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑡𝑗
|𝑡=𝑡𝑖 =

1

𝜀𝑗
𝛼𝑝𝑖(𝑠), 𝑖 = 0, 𝑘, 𝑗 = 0, 𝑝. (7)

Редуцированная предельная система имеет вид

𝐵𝑝
𝜕𝑥𝑝(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
+𝐷𝑝

𝜕𝑢𝑝(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
= 0; (8)

условия (4) принимают вид

𝑥𝑝(𝑡𝑖, 𝑠) = 𝛼𝑝𝑖(𝑠), 𝑖 = 0, 𝑘. (9)
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При выполнении условия: 𝐷𝑝 — сюрьективная матрица строится 𝑥𝑝(𝑡, 𝑠) — определяющая
функция предельной системы (8), удовлетворяющая условиям (9). Методы и алгоритмы
построения определяющих функций приводятся, например, в [3]-[4].

Далее строится определяющая функция возмущенной системы:

𝑥𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀) = 𝑥𝑝(𝑡, 𝑠) + 𝑣𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀). (10)

Функция 𝑥𝑝(𝑡, 𝑠) удовлетворяет лишь условиям (9), условия же (7) содержат параметр 𝜀,
поэтому в выражении для функции 𝑥𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀) возникает необходимость введения 𝑣𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀)
— функции погранслоя вблизи линий 𝑡𝑖 (𝑖 = 0, 𝑘), удовлетворяющей редуцированным
условиям:

𝜕𝑗𝑣𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀)

𝜕𝑡𝑗
|𝑡=𝑡𝑖 =

1

𝜀𝑗
𝑞𝑖𝑗(𝑠) + 𝜂𝑖𝑗(𝑠), (11)

где 𝑞𝑖𝑗(𝑠), 𝜂𝑖𝑗(𝑠) – ограниченные функции (𝑖 = 0, 𝑘, 𝑗 = 0, 𝑝). Выбор функции:

𝑣𝑝(𝑡, 𝑠, 𝜀) =

𝑝∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑗(𝑠, 𝜀) ·
(𝑡− 𝑡𝑖)

𝑗

𝜀𝑗
· exp− (𝑡−𝑡𝑖)

2

𝜀2 , 𝑖 = 0, 𝑘, 𝑗 = 0, 𝑝, (12)

позволяет построить решение задачи управления (1), при этом функция состояния имеет
вид (5). Функция управления возмущенной задачи также строится в виде

𝑢(𝑡, 𝑠, 𝜀) = 𝑢(𝑡, 𝑠) + 𝑤(𝑡, 𝑠, 𝜀), (13)

где 𝑤(𝑡, 𝑠, 𝜀) — это функция погранслоя вблизи линий 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 𝑘 − 1) и границ 𝑡 = 0, 𝑡 = 𝑇 .
Разработан алгоритм выбора ограниченных функций 𝑎𝑖𝑗(𝑠, 𝜀) для построения функ-

ции погранслоя (11). Выявлены условия для состояния возмущенной системы, а также
свойства матричных коэффициентов, влекущие управляемость системы.

Получен каскадный критерий управляемости возмущенной системы. Приводится при-
мер.

Литература
1. Zubova, S. P. Solution of the multi-point control problem for a dynamic system in partial

derivatives /S. P. Zubova, E. V. Raetskaya // Mathematical Methods in the Applied Sciences. AIMS 
Press, New York. – 2021. – Vol. 44, № 15. – P. 11998–12009.

2. Raetskaya E. V. Solution of a Control Problem for a Singularly Perturbed Dynamical System
with Partial Derivatives // Differential Equations. – 2025. – Vol. 61, № 12. – P. 1943–1961.

3. Зубова, С. П. О полиномиальных решениях линейной стационарной системы управления
/С. П. Зубова, Е. В. Раецкая // Автоматика и телемеханика. – 2008. – № 11. – С. 41–47.

4. Раецкая, Е. В. Общая схема построения определяющей функции в задаче управления для
динамической системы в частных производных разного порядка // Итоги науки и техники. Со-
временная математика и ее приложения. Тематические обзоры. – 2024. – Т. 232. – С. 78–88.

СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ ЧЕРНОВСКИХ АППРОКСИМАЦИЙ
ПОЛУГРУПП ОПЕРАТОРОВ И ПРИБЛИЖЁННОЕ РЕШЕНИЕ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

И.Д. Ремизов

Экспонента от конечной матрицы и от линейного ограниченного оператора в бесконеч-
номерном банаховом пространстве может быть задана стандартным степенным рядом для
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экспоненты, сходящимся в обычной норме операторов — совершенно аналогично нахож-
дению экспоненты от действительного числа. Если оператор замкнут, но неограничен, то
он определён не всюду, и ряд по его степеням — весьма неудобный объект, непригодный
для определения экспоненты.

Однако, разумный аналог экспоненты для неограниченного оператора существует; со-
ответствующий объект называется сильно непрерывной однопараметрической полугруп-
пой операторов (сокращенное название этого объекта — 𝐶0-полугруппа). В отличие от
степенного ряда, определение 𝐶0-полугруппы не даёт никакого метода вычисления экс-
поненты даже приближённо. Тем не менее, такие методы существуют, но они требуют
вычисления резольвенты оператора, что часто является сложной задачей. Однако, если
известна так называемая операторнозначная функция Чернова для оператора A, то экс-
понента от A может быть выражена как предел произведения некоторых ограниченных
операторов, построенных по функции Чернова с числом сомножителей, стремящимся к
бесконечности. Теорема Чернова представляет собой бесконечномерный вариант теоремы
о «втором замечательном пределе» из курса элементарного анализа.

О.Е. Галкину и докладчику удалось доказать приблизительно следующее: если функ-
ция Чернова имеет тот же полином Тейлора порядка 𝑘, что и полугруппа, и мало откло-
няется от её полинома Тейлора, то черновские приближения полугруппы, построенные по
этой функции Чернова, имеют скорость сходимости не хуже, чем 1/𝑛𝑘, где 𝑛 — номер при-
ближения. Отметим, что даже одномерный аналог этого результата нетривиален — когда
экспонента вычисляется не от оператора, а от действительного числа.

В докладе будет представлено элементарное введение в тему и рассмотрены приложе-
ния: оказывается, с помощью полугрупп операторов можно записывать решения многих
дифференциальных уравнений второго порядка с переменными коэффициентами: обык-
новенных и с частными производными (параболических, эллиптических и Шрёдингера).
Поэтому с помощью черновских аппроксимаций полугрупп операторов можно аппрокси-
мировать решения этих уравнений со сколь угодно большой точностью.

В конце доклада будут даны формулировка и схема доказательства теоремы об оценках
скорости сходимости черновских аппроксимаций. Эта теорема была анонсирована в [1] и
опубликована с полным доказательством в [2].

Литература

1. Галкин О. Е., Ремизов И. Д. Скорость сходимости черновских аппроксимаций операторных
𝐶0-полугрупп / О.Е. Галкин, И.Д. Ремизов // Матем. заметки. — 2022. — Т. 111, № 2. — C. 297–299.

2. Galkin O. E., Remizov I. D. Upper and lower estimates for rate of convergence in the Chernoff
product formula for semigroups of operators / O.E. Galkin, I.D. Remizov // Israel Journal of Mathe-
matics. — 2025. — Т. 265, №  2. — C. 929–943.

ОБ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ
НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Т.Л. Сабатулина

Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных уравнений с запаздыванием

𝑥̇(𝑡) +

∫︁ 𝜔

0

𝑑𝑄(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) = 𝑓(𝑥(𝑡− ℎ1), . . . , 𝑥(𝑡− ℎ𝑘)), 𝑡 ∈ R+, (1)
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где 𝜔, ℎ1, . . . ℎ𝑘 ∈ R+, 𝑄 : [0, 𝜔] → R𝑛×𝑛 — матрица-функция ограниченной вариации,
𝑄(0) = 0, интеграл понимается в смысле Римана — Стилтьеса, вектор-функция 𝑓 непре-
рывна, 𝑓(0, . . . , 0) = 0, 𝐵𝑖 ∈ R𝑛×𝑛

+ и при всех 𝑦𝑖 ∈ R𝑛, 1 6 𝑖 6 𝑘, имеем

|𝑓(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘)| 6
𝑘∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖|𝑦𝑖|,

здесь и далее неравенства, в которых участвуют матрицы, покомпонентные. При отри-
цательном значении аргумента решение 𝑥 доопределено начальной вектор-функцией 𝜙 с
абсолютно непрерывными компонентами. В указанных предположениях решение системы
(1) существует на каждом конечном отрезке, единственно и продолжаемо на R+.

Перепишем систему (1) в эквивалентной интегральной форме:

𝑥(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑥(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑋0(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑥(𝑠− ℎ1), . . . , 𝑥(𝑠− ℎ𝑘)) 𝑑𝑠−

−
∫︁ 𝜔

0

𝑋0(𝑡− 𝑠)

∫︁ 𝜔

𝑠

𝑑𝑄(𝜏)𝜙(𝑠− 𝜏)𝑑𝑠,

где 𝑋0 — фундаментальная матрица системы линейных автономных дифференциальных
уравнений

𝑥̇(𝑡) +

∫︁ 𝜔

0

𝑑𝑄(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) = 0, 𝑡 ∈ R+. (2)

Выделим в матрице 𝑄 часть элементов главной диагонали и перепишем систему (2) в
виде:

𝑥̇(𝑡) + 𝐴𝑥(𝑡) +

∫︁ 𝜔

0

𝑑𝑅(𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠) =

∫︁ 𝜎

0

𝑑𝑃 (𝑠)𝑥(𝑡− 𝑠), 𝑡 ∈ R+. (3)

Здесь 𝐴 = diag{𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛}, 𝑎𝑘 ∈ R; 𝑅(𝑠) = diag{𝑟1(𝑠), 𝑟2(𝑠), . . . , 𝑟𝑛(𝑠)}, 𝑟𝑘(𝑠) — мо-
нотонные функции; 𝜔, 𝜎 ∈ R+. Систему, которая определяется левой частью (3) назовём
системой сравнения. Так как матрицы 𝐴 и 𝑅(𝑠) диагональные, то систему сравнения мож-
но рассматривать как совокупность независимых скалярных уравнений, для фундамен-
тальных решений которых в работах [1–3] были получены точные двусторонние оценки,
дающие оценки для фундаментальной матрицы системы сравнения:

𝑁1 diag
(︀
𝑒−𝜁1𝑡, . . . , 𝑒−𝜁𝑛𝑡

)︀
6 𝑋0(𝑡) 6 𝑁2𝑒

−𝜁0𝑡, (3)

где 𝜁0 = min{𝜁1, 𝜁2, . . . , 𝜁𝑛}, 𝑁1, 𝑁2 ∈ R𝑛×𝑛
+ , 𝜁𝑘 — наименьшие положительные корни харак-

теристических функций 𝑔𝑘 указанных скалярных уравнений.
В силу [4, с. 205, теорема 6] матрица-функция 𝑃 представима в виде разности двух

матриц, все компоненты которых являются возрастающими функциями: 𝑃 (𝑠) = 𝑃1(𝑠)−
−𝑃2(𝑠). Под |𝑑𝑃 (𝑠)| будем понимать 𝑑(𝑃1(𝑠) + 𝑃2(𝑠)). Введём вспомогательную систему:

𝑢̇(𝑡) + 𝐴𝑢(𝑡) +

∫︁ 𝜔

0

𝑑𝑅(𝑠)𝑢(𝑡− 𝑠) =

∫︁ 𝜎

0

|𝑑𝑃 (𝑠)|𝑢(𝑡− 𝑠) +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖𝑢(𝑡− ℎ𝑖) + Φ(𝑡), (4)

где 𝑢(0) = |𝑥(0)|, Φ(𝑡) =
⃒⃒∫︀ 𝜔

𝑡
|𝑑𝑃 (𝜏)|𝜙(𝑡− 𝜏)

⃒⃒
+
⃒⃒∫︀ 𝜔

𝑡
𝑑𝑅(𝜏)𝜙(𝑡− 𝜏)

⃒⃒
+
∑︀𝑘

𝑖=1𝐵𝑖𝜒(ℎ𝑖−𝑡)|𝜙(𝑡−ℎ𝑖)|
при 𝑡 < max{𝜔, ℎ1, . . . , ℎ𝑘}, иначе 0.

В работах [5, 6] получены экспоненциальные оценки фундаментальной матрицы систем
вида (4) c указанием оценок на показатель экспоненты и матрицу коэффициентов.
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Лемма. Справедливо следующее неравенство: |𝑥(𝑡)| 6 𝑢(𝑡).
Пусть 𝐺0(𝛾) = diag {𝑔1(𝛾), 𝑔2(𝛾), . . . , 𝑔𝑛(𝛾)},

𝐻𝑈(𝛾) = 𝐼 −𝐺−1
0 (𝛾)

(︃
𝐺0(𝛾) −

∫︁ 𝜎

0

𝑒𝛾𝑠|𝑑𝑃 (𝑠)| −
𝑘∑︁

𝑖=1

𝐵𝑖𝑒
𝛾ℎ𝑖

)︃
.

Теорема. Пусть для фундаментальной матрицы системы сравнения выполнены
оценки (3), матрица 𝐻𝑈(0) положительно обратима, а 𝛾0 — первый положительный
нуль уравнения det𝐻𝑈(𝛾) = 0. Тогда для решений системы (1) при всех 𝛾 ∈ [0, 𝛾0) спра-
ведлива оценка вида

|𝑥(𝑡)| 6 𝐻−1
𝑈 (𝛾)𝑁

(︂
|𝑥(0)| +

∫︁ 𝜔

0

𝑒𝛾𝑠Φ(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
𝑒−𝛾𝑡, 𝑡 ∈ R+.
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КАЧЕСТВЕННАЯ ТЕОРИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

О СИЛЬНОЙ ИЗОХРОННОСТИ ЦЕНТРА 
В АВТОНОМНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА

В.В. Амелькин, В.Ю. Тыщенко

Рассмотрим автономную дифференциальную систему второго порядка

𝑥̇ = −𝑦 −
∞∑︁

𝑖+𝑗=2

𝑝𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 ≡ −𝑦 − 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑥+

∞∑︁
𝑖+𝑗=2

𝑞𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 ≡ 𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑃,𝑄 – голоморфные в окрестности особой точки 𝑂(0, 0) функции без свободных и
линейных членов. Здесь 𝑥 и 𝑦 – вещественные переменные прямоугольной декартовой
системы координат 𝑂𝑥𝑦. Хорошо известно (см., например [1, c. 5]), что начало координат
𝑂(0, 0) фазовой плоскости 𝑂𝑥𝑦, как изолированная особая точка системы (1), является
либо центром, либо негрубым фокусом.

Центр системы (1) называется изохронным, если период каждой замкнутой траектории
из области этого центра равен 2𝜋 [2].

Определение. Назовем изохронный центр системы (1) сильно изохронным центром
относительно оси ординат (относительно оси абсцисс), если существует замена переменных

𝑢 = 𝑥, 𝑣 = 𝑦 +
∞∑︁

𝑖+𝑗=2

𝛽𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗,

переводящая (1) в нормальную форму

𝑢̇ = −
(︂
𝑣 + 𝑢

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑢
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑢
2𝑠−1

)︂−1

,

𝑣̇ =

(︂
𝑢− 𝑣

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑢
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑢
2𝑠−1

)︂−1
(2)

(︁
замена переменных

𝑢 = 𝑥+
∞∑︁

𝑖+𝑗=2

𝛼𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝑣 = 𝑦,

переводящая (1) в нормальную форму

𝑢̇ = −
(︂
𝑣 + 𝑢

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑣
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑣
2𝑠−1

)︂−1

,

𝑣̇ =

(︂
𝑢− 𝑣

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑣
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑣
2𝑠−1

)︂−1
)︃ (3)



52 ЕРУГИНСКИЕ ЧТЕНИЯ – 2026

с дополнительным условием независимости от начальных данных времени обращения
изображающей точки при полярном угле, меняющемся от −𝜋

2
до 𝜋

2
(меняющемся от 0

до 𝜋).
Получены следующие утверждения [3].
Теорема 1. Для того чтобы особая точка 𝑂(0, 0) системы (1) была изохронным цен-

тром, необходимо и достаточно существование замены переменных

𝑢 = 𝑥+
∞∑︁

𝑖+𝑗=1

𝛼𝑖+1,𝑗𝑥
𝑖+1𝑦𝑗, 𝑣 = 𝑦 +

∞∑︁
𝑖+𝑗=1

𝛽𝑖+1,𝑗𝑥
𝑖+1𝑦𝑗,

переводящей (1) в нормальную форму (2).
Теорема 2. Для того чтобы особая точка 𝑂(0, 0) системы (1) была изохронным цен-

тром, необходимо и достаточно существование замены переменных

𝑢 = 𝑥+
∞∑︁

𝑖+𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗+1𝑥
𝑖𝑦𝑗+1, 𝑣 = 𝑦 +

∞∑︁
𝑖+𝑗=1

𝛽𝑖,𝑗+1𝑥
𝑖𝑦𝑗+1,

переводящей (1) в нормальную форму (3).
Теорема 3. Для того чтобы особая точка 𝑂(0, 0) системы (1) была сильно изохрон-

ным центром относительно оси ординат, необходимо и достаточно, чтобы имела ме-
сто теорема 1, а замена переменных

𝑢 ≡ 𝑥, 𝑣 = 𝑦 +
∞∑︁

𝑖+𝑗=1

𝛽𝑖+1,𝑗𝑥
𝑖+1𝑦𝑗

переводила (1) в систему

𝑥̇ = −
(︂
𝑣 + 𝑥

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑥
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑥
2𝑠−1

)︂−1

,

𝑣̇ =

(︂
𝑥− 𝑣

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑥
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑥
2𝑠−1

)︂−1

с симметрией преобразования 𝑡→ −𝑡 относительно оси ординат 𝑂𝑣.
Теорема 4. Для того чтобы особая точка 𝑂(0, 0) системы (1) была сильно изохрон-

ным центром относительно оси абсцисс, необходимо и достаточно, чтобы имела место
теорема 2, а замена переменных

𝑢 = 𝑥+
∞∑︁

𝑖+𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗+1𝑥
𝑖𝑦𝑗+1, 𝑣 ≡ 𝑦

переводила (1) в систему

𝑢̇ = −
(︂
𝑦 + 𝑢

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑦
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑦
2𝑠−1

)︂−1

,

𝑦̇ =

(︂
𝑢− 𝑦

∞∑︀
𝑠=1

𝛾2𝑠−1𝑦
2𝑠−1

)︂(︂
1 +

∞∑︀
𝑠=1

𝐻2𝑠−1𝑦
2𝑠−1

)︂−1

с симметрией преобразования 𝑡→ −𝑡 относительно оси абсцисс 𝑂𝑢.
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О ЗАВИСИМОСТИ ТИПА УРАВНЕНИЯ РИККАТИ
ОТ КОРНЕЙ ЕГО ПРАВОЙ ЧАСТИ

И.В. Асташова, В.А. Никишов

Введение. Рассматривается уравнение

𝑦′ = (𝑦 − 𝛼1(𝑥))(𝑦 − 𝛼2(𝑥)), (1)

где 𝛼1,2(·) — такие непрерывные комплексно-значные функции, что 𝛼1 ·𝛼2 и 𝛼1 +𝛼2 явля-
ются вещественно-значными функциями. Такое уравнение изучалось во многих работах
(см., например, [1]–[4] и ссылки в них). Пусть функции 𝛼1,2 удовлетворяют условиям

𝛼1(𝑥) ≤ 𝛼2(𝑥), если 𝛼1,2(𝑥) ∈ R,
Im(𝛼1(𝑥)) < 0, Im(𝛼2(𝑥)) > 0, если 𝛼1,2(𝑥) ∈ C ∖ R,

𝛼 := 𝛼1+𝛼2

2
∈ 𝐶1(R), lim𝑥→±∞ 𝛼𝑗(𝑥) ≡ 𝛼±

𝑗
∈ R, 𝑗 = 1, 2, 𝛼+

1 ̸= 𝛼+
2 , 𝛼

−
1 ̸= 𝛼−

2 .

Обозначим через Dom(𝑦) максимальный интервал (конечный или бесконечный), на ко-
торый частное решение 𝑦 дифференциального уравнения может быть продолжено. Будем
считать всякое решение 𝑦(·) максимально продолженным, то есть заданным на Dom(𝑦).
Будем говорить, что решение 𝑦 определено на промежутке ∆, если ∆ ⊂ Dom(𝑦).

Теорема 1. [1, T. 1] Каждое ограниченное решение 𝑦(·) уравнения (1) имеет преде-
лы lim𝑥→±∞ 𝑦(𝑥) =: 𝑦± (то есть является стабилизирующимся) и в соответствии с
возможными значениями пределов такие решения разделяются на следующие 4 типа:

I: 𝑦∓ = 𝛼∓
1 ; II: 𝑦− = 𝛼−

2 , 𝑦+ = 𝛼+
1 ; III: 𝑦∓ = 𝛼∓

2 ; IV: 𝑦− = 𝛼−
1 , 𝑦+ = 𝛼+

2 .
Теорема 2. [1, T. 2] Существует единственное такое решение 𝑦*(·) уравнения (1),

что оно определено в окрестности +∞ и lim𝑥→+∞ 𝑦*(𝑥) = 𝛼+
2 . Существует един-

ственное такое решение 𝑦*(·) уравнения (1), что оно определено в окрестности
−∞ и lim𝑥→−∞ 𝑦*(𝑥) = 𝛼−

1 . Если 𝑥* := inf Dom(𝑦*), 𝑥
* := sup Dom(𝑦*), то для решений

𝑦*(·) и 𝑦*(·) верно ровно одно из следующих утверждений:
1) 𝑥* = −∞, 𝑥* = +∞, 𝑦*(𝑥) > 𝑦*(𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝑦*(·) является стабилизирующимся

решением III-го типа, 𝑦*(·) является стабилизирующимся решением типа I.
2) 𝑥* = −∞, 𝑥* = +∞, 𝑦*(𝑥) = 𝑦*(𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝑦*(·) = 𝑦*(·) является стабилизирующим-

ся решением типа IV.
3) 𝑥* ∈ R, 𝑥* ∈ R, lim𝑥→𝑥*+0 𝑦*(𝑥) = −∞, lim𝑥→𝑥*−0 𝑦

*(𝑥) = +∞.
Определение 1. [2, опр. 1–2] Решения 𝑦*(·) и 𝑦*(·) из последней теоремы будем назы-

вать правым главным и левым главным решениями уравнения (1), соответственно. Будем
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говорить, что уравнение (1) относится к 1-му, 2-му или 3-му типу, если для него справед-
ливо утверждение 1), 2) или 3) теоремы 2, соответственно.

Рассмотрим теперь уравнение

𝑦′ = (𝑦 − 𝛼(𝑥))2 − 𝑐2/4. (2)

Теорема 3. [2, T. 3] Если 𝛼 ∈ 𝐶1(R :→ R) и существуют пределы lim𝑥→±∞ 𝛼 ≡ 𝛼± ∈ R,
то существует такое 𝑐* ≡ 𝑐*(𝛼′) ∈ [0, sup𝑥∈R 𝛼(𝑥) − inf𝑥∈R 𝛼(𝑥)], что:

– при 𝑐 ∈ (𝑐*,+∞) уравнение (2) имеет 1-й тип;
– если 𝑐* ̸= 0, то при 𝑐 = 𝑐* уравнение (2) имеет 2-й тип;
– при 𝑐 ∈ (0, 𝑐*) уравнение (2) имеет 3-й тип.
Определение 2. [2, опр. 3] Обозначив через 𝑅𝐶(R) пространство непрерывных инте-

грируемых на числовой прямой (в несобственном римановском смысле) функций, опре-
делим дискриминантный оператор 𝐷 : 𝑅𝐶(R) → R, значение которого на функции
𝛽 = 𝛼′ ∈ 𝑅𝐶(R) есть 𝑐*(𝛼′).

Основные результаты.
Определение 3. Пусть 𝑎1, 𝑎2 > 0. Введем пространства функций

𝑀(𝑎1, 𝑎2) := {𝑓 ∈ 𝐶2(R)
⃒⃒

lim
𝑥→∓∞

𝑓(𝑥) = 𝑎1,2, lim
𝑥→±∞

𝑓 ′(𝑥) = 0, 𝑓(𝑥) ̸= 0∀𝑥 ∈ R},

𝑀*(𝑎1, 𝑎2) = {𝑓 ∈𝑀(𝑎1, 𝑎2)
⃒⃒
∃𝐴 > 0 : 𝑓 монотонна как на [𝐴,+∞), так и на (−∞, 𝐴]}.

Обозначим ∆ := 𝛼1 − 𝛼2, ∆± := 𝛼±
2 − 𝛼±

1 .
Теорема 5. Пусть 𝑎 ∈𝑀(∆−,∆+). Если при 𝑣(𝑥) ≡ ∆2(𝑥)−𝑎2(𝑥) интегралы

∫︀ +∞
−∞

𝛼′(𝑥)
𝑎(𝑥)

𝑑𝑥

и
∫︀ +∞
−∞

[︁
𝑎′2(𝑥)
𝑎3(𝑥)

+ 𝑣(𝑥)
𝑎(𝑥)

]︁
𝑑𝑥 сходятся, а κ - первообразная функции 𝑎, то уравнение (1):

– при 𝐷( 1
𝑎2

(𝛼′ + 𝑣/4 + 𝑎′′

2𝑎
− 3𝑎′2

4𝑎2
) ∘ κ−1) < 1 имеет 1-й тип;

– при 𝐷( 1
𝑎2

(𝛼′ + 𝑣/4 + 𝑎′′

2𝑎
− 3𝑎′2

4𝑎2
) ∘ κ−1) = 1 имеет 2-й тип;

– при 𝐷( 1
𝑎2

(𝛼′ + 𝑣/4 + 𝑎′′

2𝑎
− 3𝑎′2

4𝑎2
) ∘ κ−1) > 1 имеет 3-й тип.

Следствие 1. Пусть 𝑎 ∈ 𝑀*(∆−,∆+). Если при 𝑣(𝑥) ≡ ∆2(𝑥) − 𝑎2(𝑥) интеграл∫︀ +∞
−∞ 𝑣(𝑥) 𝑑𝑥 сходится, а κ - первообразная функции 𝑎, то уравнение (1):

– при 𝐷( 1
𝑎2

(𝛼′ + 𝑣/4 + 𝑎′′

2𝑎
− 3𝑎′2

4𝑎2
) ∘ κ−1) < 1 имеет 1-й тип;

– при 𝐷( 1
𝑎2

(𝛼′ + 𝑣/4 + 𝑎′′

2𝑎
− 3𝑎′2

4𝑎2
) ∘ κ−1) = 1 имеет 2-й тип;

– при 𝐷( 1
𝑎2

(𝛼′ + 𝑣/4 + 𝑎′′

2𝑎
− 3𝑎′2

4𝑎2
) ∘ κ−1) > 1 имеет 3-й тип.

Следствие 2. Если ∆ ∈ 𝐶2(R), lim𝑥→±∞ ∆′(𝑥) = 0, интегралы
∫︀ +∞
−∞

𝛼′(𝑥)
Δ(𝑥)

𝑑𝑥,
∫︀ +∞
−∞

Δ′2(𝑥)
Δ3(𝑥)

𝑑𝑥

сходятся, а κ - первообразная функции ∆, то уравнение (1):
– при 𝐷( 1

Δ2 (𝛼′ + Δ′′

2Δ
− 3Δ′2

4Δ2 ) ∘ κ−1) < 1 имеет 1-й тип;
– при 𝐷( 1

Δ2 (𝛼′ + Δ′′

2Δ
− 3Δ′2

4Δ2 ) ∘ κ−1) = 1 имеет 2-й тип;
– при 𝐷( 1

Δ2 (𝛼′ + Δ′′

2Δ
− 3Δ′2

4Δ2 ) ∘ κ−1) > 1 имеет 3-й тип.
Следствие 3. Если ∆ ∈ 𝐶2(R), lim𝑥→±∞ ∆′(𝑥) = 0, существует такое 𝐴 > 0, что

∆ монотонна как на [𝐴,+∞), так и на (−∞, 𝐴], а κ - первообразная функции ∆, то
уравнение (1):

– при 𝐷( 1
Δ2 (𝛼′ + Δ′′

2Δ
− 3Δ′2

4Δ2 ) ∘ κ−1) < 1 имеет 1-й тип;
– при 𝐷( 1

Δ2 (𝛼′ + Δ′′

2Δ
− 3Δ′2

4Δ2 ) ∘ κ−1) = 1 имеет 2-й тип;
– при 𝐷( 1

Δ2 (𝛼′ + Δ′′

2Δ
− 3Δ′2

4Δ2 ) ∘ κ−1) > 1 имеет 3-й тип.
Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 25-11-00133).
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О СПОСОБЕ НАХОЖДЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 
ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ НЕЛИНЕЙНОЙ 

КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 
С ДВУХЧАСТОТНЫМ БАЗИСОМ

М.С. Белокурский

Рассмотрим дифференциальную систему

𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ R, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)T ∈ R𝑛, (1)

с непрерывной по совокупности переменных и непрерывно дифференцируемой по x пра-
вой частью. Как известно, отражающая функция Мироненко [1, с. 62] определяется через
общее решение дифференциальной системы. Вектор-функция 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝑥) : 𝐷(𝑋) → R𝑛

является [1, c. 63] отражающей функцией системы (1), тогда и только тогда, когда она
удовлетворяет так называемому основному соотношению 𝐹𝑡 + 𝐹𝑥𝑋(𝑡, 𝑥) + 𝑋(−𝑡, 𝐹 ) = 0
и начальному условию 𝐹 (0, 𝑥) ≡ 𝑥. Метод отражающей функции является удобным ин-
струментом качественной теории дифференциальных уравнений, поскольку позволяет ре-
шать такие важные задачи, как, например, проблема центра-фокуса. Отсюда возникает
вопрос: как найти отражающую функцию, не зная решения дифференциальной системы?
Для решения этой задачи мы исходную систему пытаемся свести к системе, отражаю-
щую функцию которой мы знаем, и установить их эквивалентность (в смысле совпадения
отражающих функций). Помочь в этом может следующий результат [2].

Теорема. Пусть 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝜓) и 𝜓(𝑡, 𝑥) – непрерывно дифференцируемые вектор-функции,
причем 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝜓) имеет период 𝜔1 по 𝑡, а 𝜓(𝑡, 𝑥) – период 𝜔2 по 𝑡. Если отражающая
функция системы

𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝜓(𝑡, 𝑥)) (2)

имеет период 𝜔1 по 𝑡 и выполнено равенство

lim
𝑇→∞

1

2𝑇

∫︁ 𝑇

−𝑇

𝜓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 0, (3)

то система (2) эквивалентна периодической по 𝑡 системе 𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥, 0) в смысле совпа-
дения отражающих функций.
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Эту теорему можно применять для нахождения отражающей функции квазипериоди-
ческих систем, что проиллюстрирует следующий пример. Рассмотрим уравнение

𝑥̇ = cos 𝑡+ 8(𝑥3 sin 𝑡− 3𝑥2 sin2 𝑡+ 4𝑥 sin3 𝑡− 2 sin4 𝑡) cos3
√

5𝑡. (4)

Решить его обычными методами мы не можем, однако можем найти его отражающую
функцию.

Пусть 𝜓(𝑡, 𝑥) := cos3
√

5𝑡. Проверим выполнение условия (3) из следствия:

lim
𝑇→∞

1

2𝑇

∫︁ 𝑇

−𝑇

cos3
√

5𝑡𝑑𝑡 =
3

4
√

5
lim
𝑇→∞

1

2𝑇
2 sin

√
5𝑇 +

1

12
√

5
lim
𝑇→∞

1

2𝑇
2 sin 3

√
5𝑇 = 0.

Тогда уравнение 𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥, 0) имеет вид 𝑥̇ = cos 𝑡. Его отражающая функция
𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑥− 2 sin 𝑡 имеет период 2𝜋 по 𝑡. Теперь необходимо проверить, будет ли функция
𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑥 − 2 sin 𝑡 отражающей функцией уравнения (4). Подставив 𝐹 (𝑡, 𝑥) в основное
соотношение для отражающей функции уравнения (4), можно легко убедиться, что оно
выполняется.

Таким образом, отражающей функцией уравнения (4) является 𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝑥− 2 sin 𝑡.
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К МНОГОТОЧЕЧНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ
С МНОГОТОЧЕЧНЫМ НЕРАЗДЕЛЕННЫМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ

НА ФУНКЦИЮ СОСТОЯНИЙ

А.Н. Бондарев

Изучается задача построения возможных управлений 𝑢 ∈ 𝐶(𝐼,R𝑟) и соответствующих
функций состояний 𝑥 ∈ 𝐶1(𝐼,R𝑛) на основе системы соотношений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+𝑄(𝑡)𝑢, (1)

𝑥(𝜏𝑠) = 𝑥𝑠, 𝑠 = 0,𝑚, (2)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑥(𝑡𝑖) = 0, (3)

где 𝐴∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝑄∈𝐶(𝐼,R𝑛×𝑟), 𝐼=[0, 𝜔], 0=𝜏0<𝜏1<... <𝜏𝑚6 𝜔, 0 6 𝑡1<𝑡2<...<𝑡𝑘 6 𝜔.
Соотношения (2) представляют собой условия из работы [1]; которые относятся к раз-

деленным краевым условиям; (3) – дискретный аналог изопериметрических ограничений
на функцию состояний [2, с. 19], в более общем виде это условие может быть записано так
[3, с. 41]

𝜔∫︁
0

𝑑Φ(𝜏)𝑥(𝜏) = 𝑏,
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где Φ(𝑡) – вещественная (𝑚 × 𝑛)-матричная функция ограниченной вариации, 𝑏 – веще-
ственный 𝑚-вектор.

Целью работы является получение конструктивных достаточных условий разрешимо-
сти задачи (1)–(3) и алгоритма построения функций 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡).

Определение [1]. Решение (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) задачи (1)–(3) называется замкнутым, если оно
представимо с помощью конечного числа квадратур и алгебраических операций с матри-
цантом 𝑋(𝑡) свободной системы и остальными исходными данными задачи (1)–(3).

Задача состоит из двух частей, определяемых условиями (2) и (3). Первая часть –
отыскание управлений, подчиненных условиям (2) на основе соотношений

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥0 +𝑋(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, (4)

𝑡𝑠∫︁
𝑡0

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑋−1(𝑡𝑠)𝑥𝑠 − 𝑥0, 𝑠 = 0,𝑚, (5)

эквивалентных задаче (1), (2).
Соотношения (5) представляют собой систему уравнений первого рода относительно

𝑢(𝑡). Согласно [4, с. 71], соотношения (1), (3) эквивалентны интегральной задаче

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝐻−1

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑋(𝑡𝑖)

𝑡∫︁
𝑡𝑖

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, (6)

где 𝐻 =
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑀𝑖𝑋(𝑡𝑖) – матрица, подчиненная условию

det𝐻 ̸= 0. (7)

Совокупность соотношений (5), (6) эквивалентна задаче (1)–(3) при выполнении усло-
вия (7).

Стало быть, если управление 𝑢(𝑡) найдено, то соответствующая функция состояний
получится по формуле (6). Возможные решения отыскиваются из соотношений (4), (5),
при этом система (5) записывается в операторном виде

𝑇𝑠𝑢 = 𝛾𝑠, 𝑠 = 0,𝑚, (8)

где 𝑇𝑠 – линейные однородные интегральные операторы, определяемые левой частью (5),
𝛾𝑠 = 𝑋−1(𝑡𝑠)𝑥𝑠 − 𝑥0.

Для анализа системы (8) используется методика [1], при этом вводятся вспомогатель-
ные функции 𝑆𝑗 ∈ 𝐶(𝐼,R𝑟×𝑛). Согласно [1], при выполнении условий

det(𝑇𝑙+1𝑀𝑙𝑆𝑙+1) ̸= 0, 𝑙 = 0,𝑚− 1, (9)

для функции 𝑢(𝑡) имеет место выражение

𝑢(𝑡) = 𝑀(𝑡, 𝑦) + 𝑞(𝑡), (10)
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где 𝑦(𝑡) – вспомогательная функция, 𝑀(𝑡, 𝑦), 𝑞(𝑡) – соответственно линейный однородный
интегральный оператор из 𝐶(𝐼,R𝑟) в 𝐶(𝐼,R𝑟) и функция, определяемые по алгоритму

𝑀𝑟+1(𝑦𝑟+1) = 𝑀𝑟(𝑦𝑟+1) −𝑀𝑟𝑆𝑟+1(𝑇𝑟+1𝑀𝑟𝑆𝑟+1)
−1𝑇𝑟+1𝑀𝑟(𝑦𝑟+1),

𝑞𝑟+1 = 𝑞𝑟 +𝑀𝑟𝑆𝑟+1(𝑇𝑟+1𝑀𝑟𝑆𝑟+1)
−1(𝛾𝑟 − 𝑇𝑟+1𝑞𝑟), 𝑟 = 0,𝑚− 1,

при этом 𝑦𝑚 = 𝑦, 𝑞𝑚 = 𝑞, 𝑞0 = 0, 𝑀𝑚(𝑦𝑚) = 𝑀(𝑡, 𝑦), 𝑀0 = 𝐽 – тождественный оператор.
Аргумент 𝑡 означает явную зависимость 𝑀𝑟 от 𝑡.

На основе (6), (10) имеет место соотношение

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝐻−1

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑋(𝑡𝑖)

𝑡∫︁
𝑡𝑖

𝑋−1(𝜏)𝑄(𝜏)[𝑀(𝜏, 𝑦) + 𝑞(𝜏)]𝑑𝜏. (11)

Таким образом, при выполнении условий (7), (9) выражения (10), (11) представляют
собой замкнутое общее решение задачи (1)–(3) в рамках этих условий.

Для иллюстрации применения полученных результатов рассмотрена задача

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢, 𝑥(0) = 0, 𝑥(1) = 0, 𝑥(2) = 2, 𝑥(3) = 4, 2𝑥(2) − 1

2
𝑥(3) − 1

2
𝑥(4) = 0.

Установленно, что функции 𝑢0(𝑡) = −𝑡2 +4𝑡− 5
3
, 𝑥0(𝑡) = − 𝑡3

3
+2𝑡2− 5

3
𝑡 образуют частное

решение этой задачи; общее решение не приводится в виду его громоздкости.
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ЯВЛЕНИЕ БИФУРКАЦИИ 
В НЕЛИНЕЙНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ

Е.З. Боревич

Рассматривается краевая задача, описывающая распределение зарядов в полупровод-
никах. Функции 𝑣(𝑥) и 𝑛(𝑥), описывающие электростатический потенциал и плотность
движущихся электронов, удовлетворяют при 𝑥 ∈ Ω, Ω ⊂ 𝑅3 системе уравнений [1]{︂

div(𝐷(|∇𝑣|)(∇𝑛− 𝑛∇𝑣)) = 0,
−△𝑣 = 𝑓 − 𝑛

(1)

и граничным условиям
𝑣 |𝜕Ω= 0, ∇𝑣 · 𝜈 |𝜕Ω= 0. (2)

Константа 𝑓 > 0 задает однородную плотность ионизированной примеси, и
𝐷(|∇𝑣|) > 0 – коэффициент диффузии, зависящий от электрического поля. При любом
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значении параметра 𝑓 задача (1)–(2) имеет тривиальное решение 𝑣(𝑥) = 0, 𝑛(𝑥) = 𝑓 .
Система (1)–(2) эквивалентна системе уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢 = ∇𝑣,
𝐷(|𝑢|)(−△𝑢+ 𝑓𝑢+ 𝑑𝑖𝑣 𝑢 · 𝑢) = 𝑗,
𝑑𝑖𝑣 𝑗 = 0,
𝑣 |𝜕Ω= 0, ∇𝑣 · 𝜈 |𝜕Ω= 0,

(3)

где произвольная константа 𝑗 задает плотность потока электронов. При любом значении
параметра 𝑓 существует тривиальное решение 𝑣(𝑥) = 0, 𝑗 = 0 задачи (3).

При некоторых условиях задача (3) имеет бифуркационное решение при 𝑓𝑘, 𝑘 = 1, 2, ... [2].
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О ПОТОКАХ, ПРИНАДЛЕЖАЩИХ МНОЖЕСТВУ РЕШЕНИЙ
НЕАВТОНОМНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

В.Т. Борухов

Из классических работ Х. Массера, Я. Курцвейля и О. Вейводы вытекает, что сужение
неавтономной системы на периодическое решение (с периодом несоизмеримым периоду
правой части) можно рассматривать как динамическую систему, определенную на глад-
ком одномерном многообразии. Обзор дальнейших исследований приводится в работах
А.К. Деменчука (см., напр., [1]). В настоящем сообщении рассматривается задача описа-
ния сужения неавтономной полиномиальной системы дифференциальных уравнений на
динамическую систему (в другой терминологии – поток) максимальной размерности.

Инвариантные и сильно инвариантные множества. Неавтономную полиноми-
альную систему дифференциальных уравнений запишем в виде∑︁

: 𝑥̇ = 𝐹 (𝑡, 𝑥),

где 𝑡 – параметр времени, 𝑥 – состояние системы
∑︀

, 𝑥 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]T ∈ R𝑛, 𝐹 (𝑡, 𝑥) =
= [𝑓1(𝑡, 𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑡, 𝑥)]T – векторное поле скоростей траекторий (решений) 𝑥 : R → R𝑛

системы. Предполагаем, что компоненты вектора 𝐹 имеют вид

𝑓𝜈(𝑡, 𝑥) =

|𝑙|=𝑟∑︁
|𝑙|=0

𝑎𝜈𝑙 (𝑡)𝑥𝑙, 𝜈 = 1, 𝑛.

Здесь 𝑙 = 𝑙1 · · · 𝑙𝑛 – мультииндекс, 𝑥𝑙 = 𝑥𝑙11 · . . . 𝑥𝑙𝑛𝑛 , |𝑙| = 𝑙1 + . . . + 𝑙𝑛, 𝑎𝜈𝑙 : R → R – гладкие
функции. Предполагаем также, что система

∑︀
удовлетворяет условиям существования и

продолжимости решений на R.
Напомним, что поток — это пара (𝑀, {𝜙𝑡}), состоящая из гладкого многообразия 𝑀 и

однопараметрической группы {𝜙𝑡} = {𝜙𝑡| 𝑡 ∈ R} диффеоморфизмов многообразия 𝑀 .
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Пусть 𝑥0 ∈ 𝑀 . Образ 𝑅(𝑥) траектории 𝑥 : R → 𝑀, 𝑥(𝑡) = 𝜙𝑡𝑥0 называется фазо-
вой кривой потока. Если 𝑥0 не принадлежит множеству особых точек потока, то пара
(𝑅(𝑥), {𝜙𝑡}) – одномерный поток.

Важной задачей качественной теории дифференциальных уравнений является изуче-
ние потоков на алгебраических множествах. Напомним, что множество называется алгеб-
раическим, если оно задаётся конечным набором полиномиальных уравнений. Согласно
теореме Х. Уитни, алгебраическое множество допускает стратификацию на конечное чис-
ло гладких многообразий, поэтому определение потоков на алгебраическом множестве 𝑀
сводится к определению потоков на его гладких стратах. В соответствии с этим далее
полагаем, что 𝑀 – дизъюнктное объединение конечного числа гладких многообразий.

Определение 1. Если траектории потока (𝑀, {𝜙𝑡}) принадлежат совокупности тра-
екторий системы

∑︀
, то многообразие 𝑀 называется инвариантным множеством системы∑︀

, а сужение
∑︀

на инвариантное множество – потоком системы. Если к тому же 𝑀 –
алгебраическое множество, то 𝑀 будем называть сильно инвариантным множеством.

Символом 𝑀𝑚 обозначим объединение всех инвариантных множеств системы
∑︀

, а
символом 𝑀𝑚𝑠 – объединение всех сильно инвариантных множеств системы

∑︀
.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения. 1) 𝑀𝑚 – максимальное инвари-
антное множество системы

∑︀
. 2) 𝑀𝑚𝑠 – максимальное сильно инвариантное множе-

ство системы
∑︀

. 3) Для класса систем вида
∑︀

справедливо равенство 𝑀𝑚 = 𝑀𝑚𝑠.
Отметим случай автономной системы

∑︀
. Тогда все коэффициенты правой части урав-

нений системы не зависят от времени и имеет место равенство 𝑀𝑚 = 𝑀𝑚𝑠 = R𝑛.
Операция 𝑔-усреднения. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺, где 𝐺 – множество нормируемых условием

𝑔(1) = 1 линейных непрерывных функционалов: 𝐺 = {𝑔| 𝑔 : 𝐶(R) → R, 𝑔(1) = 1}. Тогда
вектор 𝐹𝑔(𝑡, 𝑥) := 𝐹𝑔(𝑥) = ((𝑔𝑓𝑖)(𝑥), 𝑖 = 1, 𝑛)T называется 𝑔-усреднением вектора 𝐹 (𝑡, 𝑥), а
вектор 𝐹 (𝑡, 𝑥) = 𝐹 (𝑡, 𝑥) − 𝐹𝑔(𝑥) – 𝑔-невязкой вектора 𝐹 (𝑡, 𝑥).

Приведём типичные примеры 𝑔-усреднения вектор-функции 𝐹 (𝑡, 𝑥).
А) 𝐹𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝐹 (𝑡0, 𝑥) – точечное усреднение.
В) 𝐹𝑔(𝑡, 𝑥) = 1

𝜔

∫︀ 𝜔

0
𝐹 (𝜏, 𝑥)𝑑𝜏 , 𝐹𝑔(𝑡, 𝑥) = lim

𝜔→∞
1
𝜔

∫︀ 𝜔

0
𝐹 (𝜏, 𝑥)𝑑𝜏 – интегральные усреднения.

Следующее простое утверждение позволяет упрощать вычисление 𝑔-усреднений в од-
ном важном частном случае.

Утверждение 1. Множество 𝑉𝑧 = {𝑥| 𝐹𝑔(𝑡, 𝑥) = 0, ∀ 𝑡 ∈ R} нулей невязки 𝐹𝑔 не
зависит от выбора функционала 𝑔 ∈ 𝐺, в частности, если 𝑥 ∈ 𝑉𝑧, то 𝐹𝑔1 = 𝐹𝑔1(𝑡, 𝑥) =

= 𝐹𝑔2(𝑡, 𝑥) = 𝐹𝑔2(𝑥) ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺.
Явное представление сильно инвариантного множества. Наряду с системой

∑︀
рассмотрим её 𝑔-усреднение ∑̂︁

𝑔
: 𝑥̇ = 𝐹𝑔(𝑥)

и сужение системы
∑̂︀

𝑔 на множество 𝑉𝑧:∑̃︁
𝑔

: 𝑥̇ = 𝐹𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑉𝑧.

Согласно утверждению 1 система
∑̃︀

𝑔 не изменяется при изменении функционала 𝑔.
Лемма 1. Траектории одномерного потока являются траекториями системы

∑︀
,

если и только если они принадлежат множеству траекторий системы
∑̃︀

𝑔.
Поскольку для фиксированного значения 𝑡0 множество {𝑥| 𝐹𝑔(𝑡0, 𝑥) = 0} является

алгебраическим, то из теоремы Гильберта о конечном базисе следует, что множество 𝑉𝑧
нулей невязки 𝐹𝑔(𝑡, 𝑥) также является алгебраическим. В силу этого справедливо
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Утверждение 2. Существует конечный набор таких точек (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), что

𝑉𝑧 = {𝑥| 𝐹𝑔(𝑡𝑖, 𝑥) = 0, 𝑖 = 1, 𝑘}.

Пусть 𝐾(𝑧) = 0 какая-либо система полиномиальных уравнений, определяющая мно-
жество 𝑉𝑧. Векторное поле системы

∑̂︀
𝑔 запишем в виде

𝐿𝑔 = 𝑓𝑔1(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥1
+ . . .+ 𝑓𝑔𝑛(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑛

и рассмотрим множества 𝑉1 = {𝑥| 𝐾(𝑥) = 0)}, 𝑉𝑗 = {𝑥| (𝐿𝑖−1
𝑗 𝐾)(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, 𝑗}.

Лемма 2. Последовательность (𝑉1, 𝑉2, . . .), строго убывает до некоторого номера 𝑝:
𝑉1 ⊃ 𝑉2 ⊃ . . . ⊃ 𝑉𝑝 = 𝑉𝑝+1 = . . . .

Теорема 2. Максимальное сильно инвариантное множество имеет вид 𝑉𝑚𝑠 = 𝑉𝑝.
Работа выполнена в Институте математики НАН Беларуси (проект № Ф25КИ-015).
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О СТРУКТУРЕ ОКРЕСТНОСТИ НЕТРАНСВЕРСАЛЬНОЙ
ГОМОКЛИНИЧЕСКОЙ ТРАЕКТОРИИ

Е.В. Васильева

Рассматривается диффеоморфизм плоскости в себя с гиперболической неподвижной
точкой, предполагается наличие нетрансверсальной гомоклинической к ней траектории.
Гомоклиническая траектория называется трансверсальной, если устойчивое и неустойчи-
вое многообразия неподвижной точки пересекаются трансверсально в точках этой тра-
ектории, в противном случае траектория называется нетрансверсальной. Известно, что
окрестность гомоклинической траектории может содержать бесконечное множество пери-
одических траекторий, эти траектории подразделяются на однобходные и многообходные.
Достаточно хорошо изученны диффеоморфизмы с нетрансверсальными гомоклинически-
ми траекториями с конечным порядком касания устойчивого и неустойчивого многообра-
зия, окрестность такой гомоклинической траектории может содержать бесконечное мно-
жество устойчивых периодических траекторий, но эти траектории не являются однооб-
ходными.

Предполагается, что нетрансверсальная гомоклиническая траектория не является тра-
екторией с конечным порядком касания, точнее, касание устойчивого и неустойчивого
многообразия определяется «ступенчатой» функцией одной переменной, пример диффео-
морфизма с таким касанием приведен в [1]. Окрестность гомоклинической траектории в
этом случае может содержать бесконечное множество устойчивых однобходных и много-
обходных периодических траекторий [2].

Цель доклада – показать, что наряду с устойчивыми периодическими траекториями в
окрестности нетрансверсальной гомоклинической траектории лежат неустойчивые пери-
одические траектории с тем же или удвоенным периодом; дать описание инвариантных
множеств, лежащих в окрестности гомоклинической траектории.
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ФУНКЦИИ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ЭНТРОПИЕЙ
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

А.Н. Ветохин

По линейной дифференциальной системе

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0,∞), (1)

с непрерывной ограниченной оператор-функцией 𝐴 зададим на пространстве R𝑛 c нормой
| · | набор метрик

𝑑𝐴𝑡 (𝑥0, 𝑦0) = max
𝜏∈[0,𝑡]

|𝑥(𝜏, 𝑥0) − 𝑥(𝜏, 𝑦0)|, 𝑥0, 𝑦0 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+,

где 𝑥(·, 𝑎) – решение системы (1), удовлетворяющее условию 𝑥(0, 𝑥0) = 𝑎. Для всяких
𝜀 > 0 и 𝑛 ∈ N обозначим через 𝑁‖·‖(𝐴,K, 𝜀, 𝑡) 𝜀-емкость компактного множества K ⊂ R𝑛 с
метрикой 𝑑𝐴𝑡 [1] (т.е. максимальное число точек попарные 𝑑𝐴𝑡 -расстояния между которыми
больше, чем 𝜀), а топологическую энтропию [2] системы (1) определим формулой

ℎtop(𝐴) = sup
K⊂R𝑛

lim
𝜀→0

lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln𝑁‖·‖(𝐴,K, 𝜀, 𝑡).

(ее правая часть не зависит от выбора нормы | · |, поэтому определение корректно). В
[3] установлена еще одна формула для вычисления топологической энтропии. Обозначим
через 𝐵𝑑𝐴𝑡

(𝑥, 𝑟) открытый шар в метрике 𝑑𝐴𝑡 , 𝑡 > 0, c центром в точке 𝑥 и радиуса 𝑟, 𝑉 (𝐹 ) —
объем измеримого по Жордану множества 𝐹.

Лемма 1. Для любой системы (1) имеем ℎtop(𝐴) = lim𝑡→∞ −1
𝑡

ln𝑉 (𝐵𝑑𝐴𝑡
(0, 1)).

По метрическому пространству 𝑀 и непрерывному отображению

𝐴 : 𝑀 × R+ → End R𝑛, (2)

ограниченному по 𝑡 ∈ R+ при каждом фиксированном 𝜇 ∈ 𝑀 (совокупность всех таких
отображений обозначим через A𝑛

𝑐 (𝑀)) построим функцию

𝜇 ↦→ ℎtop(𝐴(𝜇, ·)). (3)

Потребуем теперь, чтобы отображение (2) было непрерывным в равномерной топологии,
т.е. чтобы выполнялось условие

lim
𝜇→𝜇0

sup
𝑡>0

‖𝐴(𝜇, ·) − 𝐴(𝜇0, ·)‖ = 0, 𝜇0 ∈𝑀.
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Совокупность таких семейств (отождествляемых с задающими их отображениями 𝐴) бу-
дем обозначать через A𝑛

𝑢(𝑀).
В работе [4] для любого семейства неавтономных динамических систем на компактном

метрическом пространстве, непрерывно зависящих от параметра, установлено, что топо-
логическая энтропия, рассматриваемая как функция параметра, принадлежит третьему
бэровскому классу, а в работе [5] построено такое семейство гладких неавтономных ди-
намических систем на отрезке, непрерывно зависящих от параметра, что топологическая
энтропия, рассматриваемая как функция параметра, не принадлежит второму бэровскому
классу.

Напомним [6], что функция 𝑓 : 𝑀 → R называется верхнепредельной, если
существует такая последовательность непрерывных функций 𝑓𝑘 : 𝑀 → R, 𝑘 ∈ N,
что 𝑓(𝜇) = lim

𝑘→∞
𝑓𝑘(𝜇), 𝜇 ∈ 𝑀. Из определения топологической энтропии получаем, что

множества функций {ℎtop(𝐴) : 𝐴 ∈ A𝑛
𝑐 (𝑀)} и {ℎtop(𝐴) : 𝐴 ∈ A𝑛

𝑢(𝑀)} содержатся в
множестве неотрицательных функций. Используя формулу для топологической энтропии
системы (1) из [3] и результат работы [7] получаем

Теорема 1. Пусть заданы метрическое пространство 𝑀 , функция 𝑓 : 𝑀 → R+

и число 𝑛 ∈ N. Тогда семейство 𝐴 ∈ A𝑛
𝑐 (𝑀), для которого выполнено равенство

ℎtop(𝐴(𝜇, ·)) = 𝑓(𝜇), 𝜇 ∈ 𝑀 существует в том и только в том случае, когда функция
𝑓 является верхнепредельной.

Используя ту же формулу из [3] и результат работы [8] получаем
Теорема 2. Пусть заданы метрическое пространство 𝑀 , функция 𝑓 : 𝑀 → R+ и

число 𝑛 > 2. Тогда семейство 𝐴 ∈ A𝑛
𝑢(𝑀), для которого выполнено равенство

ℎtop(𝐴(𝜇, ·)) = 𝑓(𝜇), 𝜇 ∈ 𝑀 существует в том и только в том случае, когда функ-
ция 𝑓 является верхнепредельной и имеет непрерывную мажоранту. Более того, если
функция 𝑓 ограничена, то отображение, задающее семейство, может быть выбрано
ограниченным.

Замечание 1.Множество функций {ℎtop(𝐴) : 𝐴 ∈ A1
𝑢(𝑀)} совпадает с множеством

неотрицательных непрерывных функций на пространстве 𝑀.

В случае полноты пространства 𝑀 множество точек полунепрерывности сверху любой
верхнепредельной функции образует всюду плотное 𝐺𝛿-множество в пространстве 𝑀 [9],
получаем

Следствие 1. Если пространство 𝑀 полное, то для любого отображения (3) мно-
жество точек полунепрерывности сверху функции (4) образует всюду плотное 𝐺𝛿-мно-
жество в пространстве 𝑀.
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К АНАЛИЗУ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ВАЛЛЕ-ПУССЕНА 
ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО НЕЛИНЕЙНОГО МАТРИЧНОГО 

УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА ВТОРОГО ПОРЯДКА

А.И. Кашпар

Исследуется краевая задача типа [1]

𝑑2X

𝑑𝑡2
= A(𝑡)

𝑑X

𝑑𝑡
+
𝑑X

𝑑𝑡
B(𝑡) +

𝑑X

𝑑𝑡
D(𝑡)

𝑑X

𝑑𝑡
+ F

(︂
𝑡,X,

𝑑X

𝑑𝑡

)︂
, (1)

X(0) = M, X(𝜔) = N, (2)

где A,B,D ∈ C (𝐼,R𝑛×𝑛), F ∈ C
(︁
𝐷̃,R𝑛×𝑛

)︁
, 𝐷̃ = {(𝑡,X,Y) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖X‖ < 𝜌1, ‖Y‖ < 𝜌2},

Y = 𝑑X/𝑑𝑡, 0 < 𝜌𝑖 ≤ ∞, 𝐼 = [0, 𝜔], 𝜔 > 0; M,N — заданные вещественные матрицы.
Относительно функции F(𝑡,X,Y) предполагается, что она удовлетворяет условию Лип-
шица по переменным X,Y в области 𝐷̃ (локально) и не содержит линейных слагаемых
относительно указанных переменных.

С использованием конструктивного метода [2] изучаются вопросы разрешимости и по-
строения решения задачи (1), (2) в конечномерной банаховой алгебре B(𝑛) непрерывных
матричных функций размера 𝑛×𝑛 с нормой ‖X‖𝐶 = max𝑡∈𝐼 ‖X(𝑡)‖, где ‖ · ‖ — матричная
норма, согласованная с определением данной алгебры (например, одна из норм, рассмот-
ренных в [3, с. 21]). Полученные результаты обобщают [1] и дополняют [4, 5].

Обозначения: ℎ1 = max
𝑡∈𝐼

‖M + PUV(𝑡) + L1(0,0)‖, ℎ2 = max
𝑡∈𝐼

‖QUV(𝑡) + L2(0,0)‖,
𝑑 = max

𝑡∈𝐼
‖D(𝑡)‖, 𝜆𝑈 = max

0≤𝑠≤𝜏≤𝜔
‖U(𝜏)U−1(𝑠)‖, 𝜆𝑉 = max

0≤𝑠≤𝜏≤𝜔
‖V−1(𝑠)V(𝜏)‖, 𝛾 = ‖Φ−1‖, 𝑝1 =

= 1
3
𝛾𝜆2U𝜆

2
V𝜔

3𝐿1, 𝑞1 = 1
3
𝛾𝜆2U𝜆

2
V𝜔

3 (2𝑑𝜌2 + 𝐿2) , 𝑝2 = 1
2
𝛾𝜆2U𝜆

2
V𝜔

2𝐿1, 𝑞2 = 1
2
𝛾𝜆2U𝜆

2
V𝜔

2 (2𝑑𝜌2 + 𝐿2) ,

𝐺 = {(𝑡,X,Y) : 𝑡 ∈ [0, 𝜔] , ‖X‖ ≤ 𝜌1, ‖Y‖ ≤ 𝜌2}, 𝐺̃ = {(X(𝑡),Y(𝑡)) : ‖X‖𝐶 ≤ 𝜌1, ‖Y‖𝐶 ≤ 𝜌2} ,

Z𝐶 =

(︂
‖X‖𝐶
‖Y‖𝐶

)︂
, P =

(︂
𝑝1 𝑞1
𝑝2 𝑞2

)︂
, H =

(︂
ℎ1
ℎ2

)︂
, ℎ𝐶 = max

𝐺
‖YD(𝑡)Y + F (𝑡,X,Y)‖ , где

0 < 𝜌𝑖 < 𝜌𝑖; U(𝑡), V(𝑡) – интегральные матрицы уравнений 𝑑U/𝑑𝑡 = A(𝑡)U (U(0) = E),

𝑑V/𝑑𝑡 = VB(𝑡) (V(0) = E), E – единичная матрица; PUV(𝑡) =
𝑡∫︀
0

U(𝜏)Φ−1(N−M)V(𝜏)𝑑𝜏 ,

QUV(𝑡) = U(𝑡)Φ−1(N−M)V(𝑡); Φ – линейный оператор, ΦZ(𝑡) =
𝜔∫︀
0

U(𝜏)Z(𝑡)V(𝜏)𝑑𝜏 ,
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Z(𝑡) = U−1(𝑡)Y(𝑡)V−1(𝑡); 𝐿𝑖 = 𝐿𝑖(𝜌1, 𝜌2) (𝑖 = 1, 2) – константы Липшица для F(𝑡,X,Y) в𝐺;

L1(X,Y) =
𝑡∫︀
0

U(𝜙)Φ−1

(︂
𝜔∫︀
0

U(𝜏)

(︂
𝜙∫︀
𝜏

U−1(𝑠) (Y(𝑠)D(𝑠)Y(𝑠) + F (𝑠,X(𝑠),Y(𝑠)))V−1(𝑠)𝑑𝑠

)︂
×

× V(𝜏)𝑑𝜏)V(𝜙)𝑑𝜙, L2(X,Y) = U(𝑡)Φ−1

(︂
𝜔∫︀
0

U(𝜏)

(︂
𝑡∫︀
𝜏

U−1(𝑠) (Y(𝑠)D(𝑠)Y(𝑠)+

+ F (𝑠,X(𝑠),Y(𝑠)))V−1(𝑠)𝑑𝑠)V(𝜏)𝑑𝜏)V(𝑡) – интегральные операторы.
Задача (1), (2) сведена к эквивалентной системе интегральных уравнений

X(𝑡) = M + PUV(𝑡) + L1(X,Y), Y(𝑡) = QUV(𝑡) + L2(X,Y). (3)

Лемма. Пусть выполнены условия

𝑝1𝜌1 + 𝑞1𝜌2 + ℎ1 ≤ 𝜌1, 𝑝2𝜌1 + 𝑞2𝜌2 + ℎ2 ≤ 𝜌2, 𝑝1 + 𝑞2 < 1. (4)

Тогда система (3) однозначно разрешима на множестве 𝐺̃, при этом справедлива оценка

Z𝐶 ≤ (E−P)−1H. (5)

Теорема. Если оператор Φ однозначно обратим и выполнены условия (4), то краевая
задача (1), (2) однозначно разрешима в области 𝐺, при этом справедлива оценка (5).

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 1 из [1]; указанная тео-
рема является частным случаем приведенной при D(𝑡) ≡ 0.

Для построения решения задачи (1), (2) используется метод последовательных при-
ближений применительно к системе (3):

X𝑚(𝑡) = M + PUV(𝑡) + L1(X𝑚−1,Y𝑚−1)(𝑡), Y𝑚(𝑡) = QUV(𝑡) + L2(X𝑚−1,Y𝑚−1)(𝑡), (6)

где 𝑚 = 1, 2, . . . ; в качестве начального приближения выбираются произвольные матрич-
ные функции X0,Y0 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), принадлежащие множеству 𝐺̃.

В практических вычислениях матрицы U(𝑡), V(𝑡) находятся приближенно с помощью
матрицантов [2, с. 47; 3, с. 74]. Пусть ∆U, ∆V — погрешности их вычисления,
𝛿 = max{‖∆U‖𝐶 , ‖∆V‖𝐶}. Тогда для приближенного решения (X̃𝑝, Ỹ𝑝), полученного после
𝑝 итераций процесса (6), справедлива оценка⎛⎜⎝

⃦⃦⃦
X− X̃𝑝

⃦⃦⃦
𝐶⃦⃦⃦

Y − Ỹ𝑝

⃦⃦⃦
𝐶

⎞⎟⎠ ≤

⎛⎜⎝
⃦⃦⃦
X− X̃

⃦⃦⃦
𝐶⃦⃦⃦

Y − Ỹ
⃦⃦⃦
𝐶

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝
⃦⃦⃦
X̃− X̃𝑝

⃦⃦⃦
𝐶⃦⃦⃦

Ỹ − Ỹ𝑝

⃦⃦⃦
𝐶

⎞⎟⎠ ≤

(︃
𝜂1

𝜂2

)︃
𝛿 + (E−P)−1P𝑚Z0,

где Z0 =

(︂
‖X1 −X0‖𝐶
‖Y1 −Y0‖𝐶

)︂
(при X0 = 0, Y0 = 0 имеет место Z0 = H), а коэффициенты 𝜂1,

𝜂2 определяются выражениями 𝜂1 = 𝛾 (𝜆𝑈 + 𝜆𝑉 ) (1 + 𝛾𝜆𝑈𝜆𝑉 𝜔)𝜔 ‖N−M‖+
2𝜔3

3
𝛾𝜆2𝑈𝜆

2
𝑉 ℎ𝑐+

+𝜔3

3
𝛾𝜆𝑈𝜆𝑉 ℎ𝑐 (𝜆𝑈 + 𝜆𝑉 ) (1 + (1 + 𝜔𝛾)𝜆𝑈𝜆𝑉 ) , 𝜂2 = 𝛾 (𝜆𝑈 + 𝜆𝑉 ) (1 + 𝛾𝜆𝑈𝜆𝑉 𝜔) ‖N−M‖ +

+ 𝜔2𝛾𝜆2𝑈𝜆
2
𝑉 ℎ𝑐 + 𝜔2

2
𝛾𝜆𝑈𝜆𝑉 ℎ𝑐 (𝜆𝑈 + 𝜆𝑉 ) (1 + (1 + 𝜔𝛾)𝜆𝑈𝜆𝑉 ).
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ОБ ОТРАЖАЮЩЕЙ ФУНКЦИИ 
ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ, 

ЛИНЕЙНОЙ ПО ФАЗОВОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

С.В. Майоровская

Если для 2𝜔−периодической системы 𝑥̇ = 𝑋(𝑡, 𝑥) с непрерывно дифференцируемой
правой частью известна её отражающая функция 𝐹 (𝑡, 𝑥) [1], то отображение Пуанкаре
на периоде [−𝜔, 𝜔] задаётся формулой 𝐹 (−𝜔, 𝑥), что позволяет найти начальные данные
её 2𝜔−периодических решений и исследовать эти решения на устойчивость по Ляпунову.
Здесь доказана

Теорема. Дифференциальное уравнение c непрерывно дифференцируемыми 2𝜔− пери-
одическими коэффициентами

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
𝑎0(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑥+ 𝑎2(𝑡)𝑥

2

𝑏0(𝑡) + 𝑏1(𝑡)𝑥+ 𝑏2(𝑡)𝑥2

имеет отражающую функцию вида 𝑒𝑆(𝑡)𝑥, 𝑆(𝑡) = ln
(︁
−𝑎0(−𝑡) 𝑏0(𝑡)

𝑎0(𝑡) 𝑏0(−𝑡)

)︁
тогда и только тогда,

когда выполнены соотношения

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏2(𝑡) 𝑏2(−𝑡) = 0,

𝑒𝑆(𝑡)
(︁𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏1(𝑡)𝑏2(−𝑡) + 𝑎2(𝑡)𝑏2(−𝑡)

)︁
+
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏2(𝑡)𝑏1(−𝑡) + 𝑎2(−𝑡)𝑏2(𝑡) = 0,

𝑒2𝑆(𝑡)
(︁𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏0(𝑡)𝑏2(−𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑏2(−𝑡)

)︁
+ 𝑒𝑆(𝑡)

(︁𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏1(𝑡)𝑏1(−𝑡) + 𝑎2(𝑡)𝑏1(−𝑡) + 𝑎2(−𝑡)𝑏1(𝑡)

)︁
+

+
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏2(𝑡)𝑏0(−𝑡) + 𝑎1(−𝑡)𝑏2(𝑡) = 0,

𝑒3𝑆(𝑡)𝑎0(𝑡)𝑏2(−𝑡) + 𝑒2𝑆(𝑡)
(︁𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏0(𝑡)𝑏1(−𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑏1(−𝑡) + 𝑎2(−𝑡)𝑏0(𝑡)

)︁
+

+𝑒𝑆(𝑡)
(︁𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏1(𝑡)𝑏0(−𝑡) + 𝑎2(𝑡)𝑏0(−𝑡) + 𝑎1(−𝑡)𝑏1(𝑡)

)︁
+ 𝑎0(−𝑡)𝑏2(𝑡) = 0,

𝑒2𝑆(𝑡)𝑎0(𝑡)𝑏1(−𝑡) + 𝑒𝑆(𝑡)
(︁𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
𝑏0(𝑡)𝑏0(−𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑏0(−𝑡) + 𝑎1(−𝑡)𝑏0(𝑡)

)︁
+ 𝑎0(−𝑡)𝑏1(𝑡) = 0.

Доказательство теоремы проводится с использованием основного соотношения для от-
ражающей функции [1, с. 11].
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К ПОСТРОЕНИЮ РЕШЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ОБОБЩЕНИЯ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ РИККАТИ 

С ПАРАМЕТРОМ

О.А. Маковецкая

Продолжено изучение задачи [1]

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜆(𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) +𝑋𝑄(𝑡)𝑋 + 𝐹 (𝑡,𝑋)), (1)

𝑋(0, 𝜆) = 𝑋(𝜔, 𝜆), (2)

где (𝑡,𝑋) ∈ 𝐼 × R𝑛×𝑛, 𝐴,𝐵,𝑄 ∈ 𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝐹 ∈ 𝐶(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛). Предполагается, что
𝑄(𝑡) ̸≡ 0, матрица-функция 𝐹 (𝑡,𝑋) в области 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ < 𝜌} удовлетворяет
относительно 𝑋 условию Липшица (локально): 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0; 𝐼 = [0, 𝜔], 𝜔 > 0, 0 < 𝜌 ≤ ∞,
𝜆 ∈ R.

В [1] с помощью конструктивного метода [2] изучены вопросы разрешимости и постро-
ения решения этой задачи. Исследование выполнено в конечномерной банаховой алгебре
B(𝑛) непрерывных 𝑛 × 𝑛-матричных функций с нормой ‖𝑋‖𝐶 = max

𝑡∈𝐼
‖𝑋(𝑡)‖, где ‖ · ‖ –

определенная норма матриц в этой алгебре, например любая из норм, приведенных в [3],
при этом использованы следующие обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔, ‖𝑋‖ ≤ 𝜌},𝑀 =

𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏)𝑑𝜏,𝑁 = −
𝜔∫︁

0

𝐵(𝜏)𝑑𝜏,

𝛾 = ‖Φ−1(𝜔)‖, 𝛼 = max
𝑡

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡

‖𝐵(𝑡)‖, 𝛿 = max
𝑡

‖𝑄(𝑡)‖, ℎ = max
𝑡

‖𝐹 (𝑡, 0)‖,

𝜀 = |𝜆|, 𝑞(𝜌, 𝜀) = 𝑞1(𝜌)𝜀+ 𝑞2(𝜌), 𝜙(𝜌, 𝜀) = 𝜙1(𝜌)𝜀+ 𝜙2(𝜌),

𝑞1(𝜌) =
1

2
𝛾(𝛼 + 𝛽)[𝛼 + 𝛽 + 𝐿+ 2𝛿𝜌]𝜔2, 𝑞2(𝜌) = 𝛾𝜔(2𝛿𝜌+ 𝐿),

𝜙1(𝜌) =
1

2
𝛾(𝛼 + 𝛽)[(𝛼 + 𝛽 + 𝐿)𝜌+ 𝛿𝜌2 + ℎ]𝜔2, 𝜙2(𝜌) = 𝛾𝜔(𝛿𝜌2 + 𝐿𝜌+ ℎ),

𝜀1 =
𝜌− 𝜙2(𝜌)

𝜙1(𝜌)
, 𝜀2 =

1 − 𝑞2(𝜌)

𝑞1(𝜌)
, 𝜀0 = min{𝜀1, 𝜀2},

где 0 < 𝜌 < 𝜌, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝐿 = 𝐿(𝜌) > 0 – постоянная Липшица для 𝐹 (𝑡,𝑋) в области 𝐷𝜌, Φ –
линейный матричный оператор, Φ𝑍 = 𝑀𝑍 − 𝑍𝑁 , 𝑍 ∈ R𝑛×𝑛.

Теорема [1]. Пусть выполнены следующие условия: матрицы 𝑀,𝑁 не имеют общих
характеристических чисел, 𝜙2(𝜌) < 𝜌, 𝑞2(𝜌) < 1. Тогда при |𝜆| < 𝜀0 решение задачи (1), (2)
в области 𝐷𝜌 существует и единственно, при этом справедлива оценка ‖𝑋‖𝐶 ≤ 𝜙(𝜌, 𝜀).
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Для построения решения задачи (1), (2) предложен алгоритм с явной вычислительной
схемой в классе допустимых функций, то есть функций класса 𝐶1(𝐼,R𝑛×𝑛), удовлетворя-
ющих условию (2)

𝑋𝑘+1(𝑡, 𝜆) =

= Φ−1
{︁
𝜆
[︁ 𝜔∫︁

0

𝐴(𝜏)𝑑𝜏

𝑡∫︁
𝜏

[𝐴(𝜎)𝑋𝑘(𝜎, 𝜆) +𝑋𝑘(𝜎, 𝜆)𝐵(𝜎) +𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)𝑄(𝜎)𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)+

+𝐹 (𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆))]𝑑𝜎 +

𝜔∫︁
0

(︁ 𝑡∫︁
𝜏

[𝐴(𝜎)𝑋𝑘(𝜎, 𝜆) +𝑋𝑘(𝜎, 𝜆)𝐵(𝜎)+

+𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)𝑄(𝜎)𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆) + 𝐹 (𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆))]𝑑𝜎
)︁
𝐵(𝜏)𝑑𝜏

]︁
−

−
𝜔∫︁

0

[𝑋𝑘(𝜏, 𝜆)𝑄(𝜏)𝑋𝑘(𝜏, 𝜆) + 𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏, 𝜆))]𝑑𝜏
}︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , (3)

где

𝑋0 = 0, 𝑋1 = −Φ−1

𝜔∫︁
0

𝐹 (𝜏, 0)𝑑𝜏. (4)

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алгоритма (3), при этом получена
оценка

‖𝑋 −𝑋𝑘+1‖𝐶 ≤ 𝑞‖𝑋𝑘+1 −𝑋𝑘‖𝐶 + 𝑞2‖𝑋𝑘 −𝑋𝑘−1‖𝐶
1 − 𝑞

, 𝑘 = 1, 2, . . . , (5)

где
𝑞2 =

1

2
𝜀𝛾(𝛼 + 𝛽)(2𝛿𝜌+ 𝐿)𝜔2.

Оценка (5) дополнена следующими оценками:

‖𝑋1 −𝑋0‖𝐶 ≤ 𝛾𝜔ℎ; (6)

‖𝑋2 −𝑋1‖𝐶 ≤ 𝜀

2
𝛾(𝛼 + 𝛽)[(𝛼 + 𝛽)𝜌+ ℎ]𝜔2 + 𝛾𝜔(𝛿𝜌2 + 𝐿𝜌), (7)

которые позволяют выразить оценку (5) через исходные данные задачи.
В предлагаемой работе в рамках приведенной теоремы разработан следующий алго-

ритм построения решения задачи (1), (2):

𝑋𝑘+1(𝑡) = Φ−1
{︁
𝜆

∫︁ 𝜔

0

[︁
𝐾𝐴(𝑡, 𝜏)(𝐴(𝜏)𝑋𝑘(𝜏)+𝑋𝑘(𝜏)𝐵(𝜏)+𝑋𝑘−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑋𝑘−1(𝜏))+𝐹 (𝜏,𝑋𝑘−1(𝜏))+

+(𝐴(𝜏)𝑋𝑘(𝜏) +𝑋𝑘(𝜏)𝐵(𝜏) +𝑋𝑘−1(𝜏)𝑄(𝜏)𝑋𝑘−1(𝜏)) + 𝐹 (𝜏,𝑋𝑘−1(𝜏)𝐾𝐵(𝑡, 𝜏)
]︁
𝑑𝜏−

−
∫︁ 𝜔

0

[︁
(𝑋𝑘(𝜏)𝑄(𝜏)𝑋𝑘(𝜏) + 𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏))

]︁
𝑑𝜏
}︁
, 𝑘 = 1, 2, ..., (8)

𝐾𝐻(𝑡, 𝜏) =

{︂ ∫︀ 𝜏

0
𝐻(𝜎)𝑑𝜎, 0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝜔,

−
∫︀ 𝜔

𝜏
𝐻(𝜎)𝑑𝜎, 0 ≤ 𝑡 < 𝜏 ≤ 𝜔,

𝐻 = 𝐴,𝐵,

при этом имеют место соотноения (4) – (7).
Установлено, что приведенные алгоритмы равнозначны по основным характеристикам.
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К КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА

И.И. Маковецкий

Объектом исследования является уравнение [1, 2]

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑋), (1)

с условием [3] ∫︁ 𝜔

0

(Φ1(𝜏)𝑋(𝜏) +𝑋(𝜏)Φ2(𝜏))𝑑𝜏 = 0, (2)

где 𝐴,𝐵,Φ𝑖 ∈ 𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛)(𝑖 = 1, 2), 𝐹 ∈ 𝐶(𝐷𝜌, R𝑛×𝑛), 𝐼 = [0, 𝜔], 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼,
‖𝑋‖ < 𝜌}, 𝜔 > 0, 𝜌 ≤ ∞. Предполагается, что 𝐹 (𝑡,𝑋) удовлетворяет в 𝐷𝜌 локальному
условию Липшица относительно 𝑋, 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0.

Работа является продолжением [3] и развитием соответствующих результатов [2]. Ис-
следуется однозначная разрешимость и построение решения задачи (1), (2) в конечно-
мерной банаховой алгебре B(𝑛) непрерывных 𝑛× 𝑛 - матричных функций 𝑋(𝑡) с нормой
‖𝑋‖𝐶 = max𝑡∈𝐼 ‖𝑋(𝑡)‖, где ‖ · ‖ – норма матрицы в рамках определения этой алгебры.

Обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ ≤ 𝜌 < 𝜌}, 𝛾 = ‖Φ−1‖, 𝛼 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐵(𝑡)‖,

ℎ = max
𝑡∈𝐼

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, 𝛿𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖Φ𝑖(𝑡)‖(𝑖 = 1, 2), 𝑞 =
1

2
𝛾(𝛿1 + 𝛿2)(𝛼 + 𝛽 + 𝐿)𝜔2,

𝑝 =
1

2
𝛾(𝛿1 + 𝛿2)𝜔

2ℎ, Φ̃𝑖(𝜔) =

∫︁ 𝜔

0

Φ𝑖(𝜏)𝑑𝜏,

где 𝐿 = 𝐿(𝜌) – постоянная Липшица для 𝐹 (𝑡,𝑋) в 𝐷𝜌, Φ – матричный оператор,
Φ𝑋 = Φ̃1(𝜔)𝑋 +𝑋Φ̃2(𝜔).

В случае однозначной обратимости оператора Φ на основе применения метода кон-
структивной регуляризации [4] задача (1), (2) сведена к эквивалентной интегральной за-
даче

𝑋(𝑡) = Φ−1

∫︁ 𝜔

0

[︁
Φ1(𝜏)

∫︁ 𝑡

𝜏

(𝐴(𝜎)𝑋(𝜎) +𝑋(𝜎)𝐵(𝜎) + 𝐹 (𝜎,𝑋(𝜎))𝑑𝜎+
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+

∫︁ 𝑡

𝜏

(𝐴(𝜎)𝑋(𝜎) +𝑋(𝜎)𝐵(𝜎) + 𝐹 (𝜎,𝑋(𝜎))𝑑𝜎Φ2(𝜏)
]︁
𝑑𝜏, (3)

однозначная разрешимость которой изучена с помощью принципа сжимающих отображе-
ний (см., например [5]).

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: матрицы Φ̃1(𝜔), −Φ̃2(𝜔) не имеют
общих характеристических чисел, 𝑞 < 1, 𝑝/(1 − 𝑞) ≤ 𝜌. Тогда в области 𝐷𝜌 решение
задачи (1), (2) существует и единственно, для решения 𝑋(𝑡) справедлива оценка
‖𝑋(𝑡)‖ ≤ 𝑝/(1 − 𝑞).

Разработан алгоритм построения решения, представляющий собой рекурреное инте-
гральное соотношение

𝑋𝑘+1(𝑡) = Φ−1

∫︁ 𝜔

0

[︁
Φ1(𝜏)

∫︁ 𝑡

𝜏

(𝐴(𝜎)𝑋𝑘(𝜎) +𝑋𝑘(𝜎)𝐵(𝜎) + 𝐹 (𝜎,𝑋𝑘(𝜎))𝑑𝜎+

+

∫︁ 𝑡

𝜏

(𝐴(𝜎)𝑋𝑘(𝜎) +𝑋𝑘(𝜎)𝐵(𝜎) + 𝐹 (𝜎,𝑋𝑘(𝜎))𝑑𝜎Φ2(𝜏)
]︁
𝑑𝜏, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (4)

где 𝑋0(𝑡) – произвольная функция класса 𝐶(𝐼,R𝑛×𝑛), принадлежащая шару ‖𝑋‖𝐶 ≤ 𝜌.
Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алгоритма (4), при этом получена

оценка

‖𝑋(𝑡) −𝑋𝑘(𝑡)‖𝐶 ≤ 𝑞𝑘

1 − 𝑞
‖𝑋1 −𝑋0‖𝐶 .

Установлено, что решение уравнения (3) является пределом равномерно сходящейся
по 𝑡 ∈ 𝐼 последовательности {𝑋𝑖(𝑡)}∞1 матриц-функций, принадлежаших множеству до-
пустимых функций, то есть функций класса 𝐶1(𝐼,R𝑛×𝑛), удовлетворяющих условию (2).
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ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ АБЕЛЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ РИККАТИ 

В СМЫСЛЕ СОВПАДЕНИЯ ОТРАЖАЮЩИХ ФУНКЦИЙ

В.В. Мироненко

Для всякой функции 𝜙(𝑡), определённой на симметричном относительно нуля проме-
жутке, введём обозначения 𝜑𝑒𝑣(𝑡) = 𝜙(𝑡)+𝜙(−𝑡)

2
, 𝜙𝑜𝑑(𝑡) = 𝜙(𝑡)−𝜙(−𝑡)

2
.
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Положим

𝐹 (𝑡, 𝑥) :=
(𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡))𝑥+ 𝑟(𝑡)

𝑠(𝑡)𝑥+ 𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)
,

где чётная функция 𝑧(𝑡) и нечётные функции 𝑛(𝑡), 𝑟(𝑡), 𝑠(𝑡) удовлетворяют линейной
системе дифференциальных уравнений

𝑟′ = 𝑏𝑜𝑑(𝑡)𝑟 − 2𝑎𝑜𝑑(𝑡)𝑛− 2𝑎𝑒𝑣(𝑡)𝑧,
𝑠′ = −𝑏𝑜𝑑(𝑡)𝑠− 2𝑐𝑜𝑑(𝑡)𝑛+ 2𝑐𝑒𝑣(𝑡)𝑧,
𝑛′ = 𝑐𝑜𝑑(𝑡)𝑟 + 𝑎𝑜𝑑(𝑡)𝑠− 𝑏𝑒𝑣(𝑡)𝑧,
𝑧′ = 𝑐𝑒𝑣(𝑡)𝑟 − 𝑎𝑒𝑣(𝑡)𝑠− 𝑏𝑒𝑣(𝑡)𝑛

с начальными условиями 𝑧(0) = 1, 𝑛(0) = 𝑟(0) = 𝑠(0) = 0.
Теорема. Дифференциальное уравнение Абеля

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎0(𝑡) + 𝑎1(𝑡)𝑥+ 𝑎2(𝑡)𝑥

2 + 𝑎3(𝑡)𝑥
3

и дифференциальное уравнение Риккати
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑏0(𝑡) + 𝑏1(𝑡)𝑥+ 𝑏2(𝑡)𝑥

2

имеют одну и ту же отражающую функцию 𝐹 (𝑡, 𝑥) тогда и только тогда, когда вы-
полнены соотношения

(︀
𝑧(𝑡)2 − 𝑛(𝑡)2 − 𝑟(𝑡)𝑠(𝑡)

)︀
𝑎3(𝑡)𝑠(𝑡) = 0,

(︀
𝑧(𝑡)2 − 𝑛(𝑡)2 − 𝑟(𝑡)𝑠(𝑡)

)︀[︁(︀
𝑎2(𝑡) − 𝑏2(𝑡)

)︀
𝑠(𝑡) + 𝑎3(𝑡)

(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀]︁
+

+
(︀
𝑎0(−𝑡) − 𝑏0(−𝑡)

)︀
𝑠(𝑡)3 +

(︀
𝑎1(−𝑡) − 𝑏1(−𝑡)

)︀
𝑠(𝑡)2

(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀
+

+
(︀
𝑎2(−𝑡) − 𝑏2(−𝑡)

)︀
𝑠(𝑡)
(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀2
+ 𝑎3(−𝑡)

(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀3
= 0,

(︀
𝑧(𝑡)2 − 𝑛(𝑡)2 − 𝑟(𝑡)𝑠(𝑡)

)︀[︁(︀
𝑎1(𝑡) − 𝑏1(𝑡)

)︀
𝑠(𝑡) +

(︀
𝑎2(𝑡) − 𝑏2(𝑡)

)︀(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀]︁
+

+ 3
(︀
𝑎0(−𝑡) − 𝑏0(−𝑡)

)︀
𝑠(𝑡)2

(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀
+

+
(︀
𝑎1(−𝑡) − 𝑏1(−𝑡)

)︀[︁
𝑠(𝑡)2𝑟(𝑡) + 2𝑠(𝑡)

(︀
𝑧(𝑡)2 − 𝑛(𝑡)2

)︀]︁
+

+
(︀
𝑎2(−𝑡) − 𝑏2(−𝑡)

)︀[︁
2𝑠(𝑡)𝑟(𝑡)

(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀
+
(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀2]︁
+

+ 3𝑎3(−𝑡)𝑟(𝑡)
(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀2
= 0,

(︀
𝑧(𝑡)2 − 𝑛(𝑡)2 − 𝑟(𝑡)𝑠(𝑡)

)︀[︁(︀
𝑎0(𝑡) − 𝑏0(𝑡)

)︀
𝑠(𝑡) +

(︀
𝑎1(𝑡) − 𝑏1(𝑡)

)︀(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀]︁
+

+ 3
(︀
𝑎0(−𝑡) − 𝑏0(−𝑡)

)︀
𝑠(𝑡)
(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀2
+

+
(︀
𝑎1(−𝑡) − 𝑏1(−𝑡)

)︀[︁
2𝑠(𝑡)𝑟(𝑡)

(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀
+
(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀2(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀]︁
+

+
(︀
𝑎2(−𝑡) − 𝑏2(−𝑡)

)︀[︁
𝑠(𝑡)𝑟(𝑡)2 + 2𝑟(𝑡)

(︀
𝑧(𝑡)2 − 𝑛(𝑡)2

)︀]︁
+

+ 3𝑎3(−𝑡)𝑟(𝑡)2
(︀
𝑧(𝑡) + 𝑛(𝑡)

)︀
= 0,
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(︀
𝑧(𝑡)2 − 𝑛(𝑡)2 − 𝑟(𝑡)𝑠(𝑡)

)︀(︀
𝑎0(𝑡) − 𝑏0(𝑡)

)︀(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀
+

+
(︀
𝑎0(−𝑡) − 𝑏0(−𝑡)

)︀(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀3
+

+
(︀
𝑎1(−𝑡) − 𝑏1(−𝑡)

)︀
𝑟(𝑡)

(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀2
+

+
(︀
𝑎2(−𝑡) − 𝑏2(−𝑡)

)︀
𝑟(𝑡)2

(︀
𝑧(𝑡) − 𝑛(𝑡)

)︀
+

+ 𝑎3(−𝑡)𝑟(𝑡)3 = 0.

Формулировка и доказательство теоремы обусловливаются структурой отражающей
функции дифференциального уравнения Риккати [1, с. 11].
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПРЕДЕЛЬНОГО ЦИКЛА
В ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ

Э.В. Мусафиров, К.Р. Шнайдер, А.А. Гринь

В классической теории динамических систем (особенно на плоскости) предельный цикл
обычно определяют как изолированную периодическую орбиту (см., например, [1, с. 96]).

Определение 1 [2]. Предельный цикл — изолированная замкнутая траектория в фа-
зовом пространстве автономной системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ).

При таком подходе линейные автономные системы ОДУ не допускают существования
предельных циклов.

Трехмерные системы демонстрируют существенно более сложное поведение траекто-
рий по сравнению с планарными системами: появляются возможности возникновения
странных и хаотических аттракторов, а также более разнообразное поведение траекторий
вблизи периодических решений (см. [3, с. 467]). В связи с этим при анализе многомер-
ных систем можно использовать другое определение предельного цикла, не требующее
его изолированности.

Определение 2 [4]. Предельный цикл — замкнутая траектория в фазовом простран-
стве автономной системы ОДУ, являющаяся 𝛼- или 𝜔-предельным множеством по крайней
мере одной другой траектории этой системы (см. также [1, с. 95]).

Отметим, что для вещественных аналитических планарных систем определения 1 и 2
эквивалентны, хотя в общем случае это не так [1, с. 96].

Трехмерная вещественная автономная квадратичная система ОДУ может обладать
континуумом предельных циклов (согласно определению 2), представляющих собой ли-
нии пересечения семейства инвариантных эллиптических параболоидов с инвариантной
плоскостью [5–8].

В [9] показана принципиальная возможность существования у линейной трехмерной
системы континуума предельных циклов (согласно определению 2). Указанные циклы
возникают как пересечение семейства инвариантных эллиптических цилиндров с инва-
риантной плоскостью.
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Утверждение 1 [9]. Система

𝑥̇ = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦,

𝑦̇ = 𝑐𝑥− 𝑎𝑦,

𝑧̇ = 𝑒𝑧, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3,

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒 ∈ R, 𝑎2 + 𝑏𝑐 < 0 и 𝑒 ̸= 0, имеет континуум предельных циклов (согласно
определению 2) 𝑐𝑥2 − 2𝑎𝑥𝑦 − 𝑏𝑦2 = 𝑘, 𝑧 = 0 для всех 𝑘 ∈ R таких, что (𝑐− 𝑏)𝑘 > 0.

В [10] изучены простейшие (линейные и квадратичные) полиномиальные системы в R3,
допускающие инвариантный цилиндр. В частности, доказано следующее утверждение.

Утверждение 2 [10]. Линейные дифференциальные системы в R3, для которых кру-
говой цилиндр 𝑥2 + 𝑦2 = 1 инвариантен, имеют вид:

𝑥̇ = 𝑏𝑦,

𝑦̇ = −𝑏𝑥,
𝑧̇ = 𝑒0 + 𝑒1𝑥+ 𝑒2𝑦 + 𝑒3𝑧,

где 𝑏, 𝑒𝑖 ∈ R. Эти системы имеют первый интеграл 𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2, поэтому R3

расслаивается на инвариантные круговые цилиндры 𝐻 = ℎ > 0 и инвариантную ось 𝑧 при
𝐻 = 0. При ℎ > 0 и 𝑒3 ̸= 0 на каждом цилиндре существует единственная периодическая
орбита, к которой стремятся все остальные траектории на этом цилиндре.

В утверждении 2 фактически говорится, что при ℎ > 0 и 𝑒3 ̸= 0 на каждом круговом
цилиндре 𝐻 = ℎ существует предельный цикл (в смысле определения 2).

Объединяя идеи, заложенные в утверждениях 1 и 2, получен более общий результат.
Теорема. Пусть 𝑎2 + 𝑏𝑐 < 0, 𝑒3 ̸= 0, тогда система

𝑥̇ = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦,

𝑦̇ = 𝑐𝑥− 𝑎𝑦,

𝑧̇ = 𝑒0 + 𝑒1𝑥+ 𝑒2𝑦 + 𝑒3𝑧,

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑒𝑖 ∈ R, имеет континуум предельных циклов (согласно определению 2), лежа-
щих на пересечении семейства эллиптических цилиндров 𝑐𝑥2 − 2𝑎𝑥𝑦 − 𝑏𝑦2 = 𝑘 и инва-
риантной плоскости 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0, где 𝑘 ∈ R, 𝑘𝑐 > 0, 𝐴 = 𝑒3(𝑐𝑒2 + 𝑒1(𝑎 + 𝑒3)),
𝐵 = 𝑒3(𝑏𝑒1−𝑒2(𝑎−𝑒3)), 𝐶 = 𝑒3(𝑒

2
3−𝑎2− 𝑏𝑐), 𝐷 = 𝑒0(𝑒

2
3−𝑎2− 𝑏𝑐). При этом если 𝑒3 < 0, то

предельные циклы устойчивые (являются 𝜔-предельными множествами), а если 𝑒3 > 0,
то — неустойчивые (являются 𝛼-предельными множествами).

Теорема иллюстрирует, что даже линейная система может обладать континуумом пре-
дельных циклов (согласно определению 2). Данный факт контрастирует с классическим
результатом об отсутствии изолированных предельных циклов у линейных систем на плос-
кости и подчеркивает значимость выбора определения предельного цикла при исследова-
нии динамики многомерных систем.

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований, проект Ф25КИ-087.
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ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ МОРСА-СМЕЙЛА

О.В. Починка

Системы Морса–Смейла естественным образом возникают в приложениях при мате-
матическом моделировании процессов с регулярной динамикой. Например, в цепочках
связанных отображений, описывающих реакции диффузии, или при изучении топологии
магнитных полей в проводящей среде, в частности при исследовании вопроса существова-
ния сепараторов в магнитных полях хорошо проводящих сред. Поскольку математические
модели в форме систем Морса–Смейла появляются при описании процессов, имеющих раз-
ную природу, первым шагом в изучении таких моделей является выделение свойств, не
зависящих от физического контекста, но определяющих разбиение фазового простран-
ства на траектории. Отношение, сохраняющее разбиение на траектории с точностью до
гомеоморфизма, называется топологической эквивалентностью, а отношение, сохраняю-
щее дополнительно время движения по траекториям (непрерывное в случае потоков и
дискретное в случае каскадов), называется топологической сопряженностью. Задача то-
пологической классификации динамических систем состоит в поиске инвариантов, одно-
значно определяющих класс эквивалентности или сопряженности для заданной системы.

Настоящий обзорный доклад посвящен изложению результатов по топологической клас-
сификации систем Морса–Смейла на замкнутых многообразиях, включая результаты, по-
лученные с участием автора.

Благодарности. Исследование осуществлено в рамках Программы фундаментальных
исследований НИУ ВШЭ.
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СИСТЕМА МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ 
С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Д.В. Роголев

Изучается система уравнений типа [1, 2]

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴1(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵1(𝑡) +𝑋 (𝑆1(𝑡)𝑋 + 𝑆2(𝑡)𝑌 ) + 𝐹1(𝑡) ≡ 𝐺1 (𝑡,𝑋, 𝑌 ) , (1)

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝐴2(𝑡)𝑌 + 𝑌 𝐵2(𝑡) + 𝑌 (𝑃1(𝑡)𝑋 + 𝑃2(𝑡)𝑌 ) + 𝐹2(𝑡) ≡ 𝐺2 (𝑡,𝑋, 𝑌 ) , (2)

с условиями, аналогичными [3, 4],

𝜔∫︁
0

𝐷1 (𝜏)𝑋 (𝜏)𝐷2 (𝜏) 𝑑𝜏 = 0,

𝜔∫︁
0

𝑄1 (𝜏)𝑌 (𝜏)𝑄2 (𝜏) 𝑑𝜏 = 0, (3)

где 𝐴𝑖(𝑡), 𝐵𝑖(𝑡), 𝑆𝑖(𝑡), 𝑃𝑖(𝑡), 𝐹𝑖(𝑡), 𝐷𝑖(𝑡), 𝑄𝑖(𝑡) ∈ 𝐶 (𝐼,R𝑛×𝑛), 𝐼 = [0, 𝜔], 𝜔 > 0.
В [5, 6] рассматривалась периодическая краевая задача для (1), (2) в конечномерной

банаховой алгебре B (𝑛) непрерывных 𝑛× 𝑛 матричных функций 𝑇 (𝑡) с нормой
‖𝑇‖𝐶 = max

𝑡∈𝐼
‖𝑇 (𝑡)‖, где ‖ · ‖ – определённая норма матриц в этой алгебре. Предлага-

емая работа посвящена анализу разрешимости и построению решения задачи (1)–(3) с
помощью метода конструктивной регуляризации [7]. По этому методу задача сведена к
эквивалентной интегральной задаче

𝑋 (𝑡) = Φ−1
1

𝜔∫︁
0

𝐷1 (𝜏)

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝐺1 (𝜎,𝑋, 𝑌 ) 𝑑𝜎

⎞⎠𝐷2 (𝜏) 𝑑𝜏 , (4)

𝑌 (𝑡) = Φ−1
2

𝜔∫︁
0

𝑄1 (𝜏)

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝐺2 (𝜎,𝑋, 𝑌 ) 𝑑𝜎

⎞⎠𝑄2 (𝜏) 𝑑𝜏 , (5)

для исследования которой применена модификация [7, гл. 3] обобщённого принципа сжи-
мающих отображений [8].

Обозначения:

𝐷 = {(𝑡,𝑋, 𝑌 ) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ 6 𝜌1, ‖𝑌 ‖ 6 𝜌2}, 𝛾𝑖 =
⃦⃦

Φ−1
𝑖

⃦⃦
, 𝛼𝑖 = max

𝑡∈𝐼
‖𝐴𝑖(𝑡)‖ ,

𝛽𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐵𝑖(𝑡)‖ , 𝑠𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑆𝑖(𝑡)‖ , 𝑝𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝑃𝑖(𝑡)‖ , ℎ𝑖 = max
𝑡∈𝐼

‖𝐹𝑖(𝑡)‖ ,
𝑑𝑖 = max

𝑡∈𝐼
‖𝐷𝑖(𝑡)‖ , 𝜎𝑖 = max

𝑡∈𝐼
‖𝑄𝑖(𝑡)‖ , 𝜙11 = 𝑎 (𝛼1 + 𝛽1 + 2𝑠1𝜌1 + 𝑠2𝜌2) , 𝜙12 = 𝑎𝑠2𝜌1,

𝜙21 = 𝑏𝑝1𝜌2, 𝜙22 = 𝑏 (𝛼2 + 𝛽2 + 𝑝1𝜌1 + 2𝑝2𝜌2), 𝜌 = colon (𝜌1, 𝜌2) , 𝜙 = colon (𝜙1, 𝜙2) ,
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𝐻 = colon (ℎ1, ℎ2) , 𝑍 = colon (‖𝑋‖𝐶 , ‖𝑌 ‖𝐶) , 𝑎 =
1

2
𝛾1𝑑1𝑑2𝜔

2, 𝑏 =
1

2
𝛾2𝜎1𝜎2𝜔

2,

𝜙1 (𝜌1, 𝜌2) = 𝑎 [(𝛼1 + 𝛽1) 𝜌1 + 𝑠1𝜌
2
1 + 𝑠2𝜌1𝜌2 + ℎ1],

𝜙2 (𝜌1, 𝜌2) = 𝑏 [(𝛼2 + 𝛽2) 𝜌2 + 𝑝1𝜌1𝜌2 + 𝑝2𝜌
2
2 + ℎ2],

Φ = 𝜕𝜙/𝜕𝜌 – матрица Якоби для 𝜙, Φ𝑖 – матричные операторы

Φ1𝑋 =

𝜔∫︁
0

𝐷1 (𝜏)𝑋 (𝑡)𝐷2 (𝜏) 𝑑𝜏 , Φ2𝑌 =

𝜔∫︁
0

𝑄1 (𝜏)𝑌 (𝑡)𝑄2 (𝜏) 𝑑𝜏 , где 𝜌1, 𝜌2 > 0.

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: операторы Φ1, Φ2 однозначно обра-
тимы, 𝜙 (𝜌) 6 𝜌, 𝜙11 < 1, det (𝐸 − Φ) > 0 (𝐸 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1, 1)). Тогда задача (1)–(3), однознач-
но разрешима в области 𝐷, для её решения (𝑋 (𝑡) , 𝑌 (𝑡)) справедлива оценка 𝑍 6 𝜙(𝜌1, 𝜌2).

Разработан итерационный алгоритм построения решения интегральной задачи (4), (5),
основанный на вычислительной схеме классического метода последовательных приближе-
ний [9, с. 605]

𝑋𝑘+1 (𝑡) = Φ−1
1

𝜔∫︁
0

𝐷1 (𝜏)

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝐺1 (𝜎,𝑋𝑘 (𝜎) , 𝑌𝑘 (𝜎)) 𝑑𝜎

⎞⎠𝐷2 (𝜏) 𝑑𝜏, (6)

𝑌𝑘+1 (𝑡) = Φ−1
2

𝜔∫︁
0

𝑄1 (𝜏)

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝐺2 (𝜎,𝑋𝑘 (𝜎) , 𝑌𝑘 (𝜎)) 𝑑𝜎

⎞⎠𝑄2 (𝜏) 𝑑𝜏 , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (7)

где 𝑋0 (𝑡) , 𝑌0 (𝑡) – произвольные функции класса 𝐶 (𝐼,R𝑛×𝑛) , принадлежащие области 𝐷.
Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости алгоритма (6), (7), при этом полу-

чена оценка

𝑍𝑘 6 (𝐸 − Φ)−1Φ𝑘𝑍0,

где 𝑍𝑘 = colon (‖𝑋 −𝑋𝑘‖𝐶 , ‖𝑌 − 𝑌𝑘‖𝐶) , 𝑍0 = colon (‖𝑋1 −𝑋0‖𝐶 , ‖𝑌1 − 𝑌0‖𝐶) .
Установлено, что все члены последовательности {𝑋𝑖 (𝑡) , 𝑌𝑖 (𝑡)}∞1 являются допустимы-

ми функциями, то есть функциями класса 𝐶1 (𝐼,R𝑛×𝑛), удовлетворяющими условиям (3).
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О ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛАХ,
РОЖДАЮЩИХСЯ ИЗ СЕМЕЙСТВА ТРАЕКТОРИЙ ЦЕНТРА

А.Е. Руденок

Рассмотрим систему

𝑥̇ = −𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝐹 (𝑥, 𝑦,Λ), 𝑦̇ = 𝑥+ 𝑔(𝑥, 𝑦) +𝐺(𝑥, 𝑦,Λ), (1)

где 𝑓, 𝑔, 𝐹, 𝐺 – многочлены степени ≥ 2 по переменным 𝑥, 𝑦, Λ = (𝜆1, ..., 𝜆𝑘) – параметры
системы, причем выполняется условие

𝐹 (𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝐺(𝑥, 𝑦, 0) = 0. (2)

Предполагаем, что система

𝑥̇ = −𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑥+ 𝑔(𝑥, 𝑦), (3)

имеет в начале координат особую точку типа центр. Обозначим область этого центра
𝐷, а семейство траекторий центра – 𝐶. Систему (1) можно рассматривать как систему,
полученную возмущением системы (3), если норма ‖Λ‖ достаточно мала. Рассматриваем
задачу: найти оценку на параметры Λ при которой система (1) имеет в области 𝐷 предель-
ные циклы. Эти циклы называются циклами, рожденными из семейства 𝐶. Если система
(3) гамильтонова, а система (1) имеет вид

𝑥̇ = −𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜀𝐹 (𝑥, 𝑦,Λ), 𝑦̇ = 𝑥+ 𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝜀𝐺(𝑥, 𝑦,Λ), (4)

где 𝜀 – сколь угодно малый параметр, то эта задача обычно решается методом функции
Мельникова [1, с. 90]. Отметим, что равномерное стремление параметров системы (4) к
нулю ограничивает возможности системы в смысле рождения предельных циклов. В част-
ности, доказано, что для системы (1) с квадратичными нелинейностями методом функции
Мельникова можно построить не более двух предельных циклов. [1, с. 46]. Хотя извест-
но, что эта система может иметь три малоамплитудных предельных цикла в окрестности
особой точки [2, 5].

Применение метода функции Мельникова привело к проблеме оценки числа нулей абе-
лева интеграла

𝐼(𝑐) =

∮︁
𝛾𝑐

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦,

где P, Q – многочлены, 𝛾𝑐 : 𝑐 = 𝛾(𝑥, 𝑦) – траектория полиномиальной гамильтоновой
системы. Эту проблему называют слабой или инфинитозимальной проблемой Гильберта
[3, 4, с. 95].



78 ЕРУГИНСКИЕ ЧТЕНИЯ – 2026

Предлагается метод построения предельных циклов системы (1) рожденных семей-
ством C траекторий центра системы (3). Он заключается в следующем.

Системы (1) и (3) в полярных координатах можно записать в виде соответственно

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝐺(𝑟, 𝜑,Λ),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 1, (5)

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑟, 𝜑),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 1. (6)

Представим (5) виде

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑟, 𝜑) +𝐻(𝑟, 𝜑,Λ),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 1. (7)

Заметим, что из условий (2) вытекает условие 𝐻(𝑟, 𝜑, 0) = 0, то есть систему (7) можно
рассматривать как систему, полученную возмущением системы (6).

Пусть 𝑐 = 𝑈(𝑟, 𝜑) первый интеграл системы (6). Строим семейство 2𝜋-периодических
кривых 𝑐 = 𝑇

(︀
(𝑈(𝑟, 𝜑), 𝜑

)︀
, которое удовлетворяет уравнению

𝑇
(︀
𝑈(𝑟, 𝜑), 𝜑

)︀′
𝑟
·
(︀
𝑔(𝑟, 𝜑) +𝐻(𝑟, 𝜑,Λ)

)︀
+
(︀
𝑇 (𝑈(𝑟, 𝜑), 𝜑)

)︀′
𝜑

= 𝑛(𝑈(𝑟, 𝜑)). (8)

Учитывая, что 𝑐 = 𝑈(𝑟, 𝜑) первый интеграл системы (6) из (8) получим уравнение

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑇

′

𝑟(𝑈(𝑟, 𝜑), 𝜑) ·𝐻(𝑟, 𝜑,Λ) · 𝑈 ′
𝑟(𝑟, 𝜑) + 𝑇

′

𝜑(𝑈(𝑟, 𝜑), 𝜑) = 𝑛(𝑈(𝑟, 𝜑)). (9)

Пусть 𝑐𝑖 – нули функции 𝑛(𝑐) = 0 такие, что кривые 𝑐𝑖 = 𝑈(𝑟, 𝜑) лежат в области центра
системы (6). Тогда область центра этими кривыми разбивается на полосы в которых функ-
ция 𝑑𝑇

𝑑𝑡
знакопостоянна. Если знаки функции 𝑑𝑇

𝑑𝑡
в этих полосах чередуются и доказано,

что в каждой из этих полос содержится какая либо из кривых уровня 𝑐 = 𝑇
(︀
(𝑈(𝑟, 𝜑), 𝜑

)︀
,

то между этими кривыми имеется предельный цикл системы (7).
Пример. Рассмотрим систему

𝑥̇ = −𝑦 + 𝑥𝜆− 3𝑥2 + 𝑦2 − 𝑑𝑥𝑦 (5 + 𝛽) , 𝑦̇ = 𝑥+ 𝑦𝜆− 𝑑𝑥2 + 𝑥𝑦 (−4 + 𝛼) , (10)

где 𝜆 = −3/1000000000, 𝑑 = −1/1000, 𝛼 = 346/1000, 𝛽 = 18/100. Система (10) получена
возмущением системы

𝑥̇ = −𝑦 − 3𝑥2 + 𝑦2, 𝑦̇ = 𝑥− 4𝑥𝑦, (11)

которая имеет в начале координат центр кратности три [2]. В полярных координатах
первый интеграл системы (11) есть

𝑈(𝑟, 𝜑) =
𝑟

(1 − 4𝑟 sin𝜑)3/4
.

Теорема. Система (10) имеет три предельных цикла, в полярных координатах каж-
дый из которых расположен в полосе, ограниченной кривыми 𝑈(𝑟, 𝜑) = 𝑐𝑖, 𝑐𝑖 = 0, 0.047,
0.0975, 0.2005.
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ИЗОХРОННЫЕ СИСТЕМЫ С НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ ТРЕТЬЕЙ
СТЕПЕНИ, ИЗОХРОНЫ КОТОРЫХ НЕ ЗАВИСЯТ ОТ ПАРАМЕТРА,

ОПРЕДЕЛЯЮЩЕГО УСТОЙЧИВОСТЬ ОСОБОЙ ТОЧКИ

А.Е. Руденок, М.Н. Василевич

Рассматриваем систему

𝑥̇ = −𝑦 + 𝜆𝑥+ 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑥+ 𝜆𝑦 + 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝑞(𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑓, 𝑔, 𝑝, 𝑞 – однородные многочлены третьей степени. Система (1) имеет грубый фокус,
устойчивый, если 𝜆 < 0, неустойчивый, если 𝜆 > 0 и центр или негрубый фокус, если 𝜆 = 0.
Рассмотрим случай, когда система (1) имеет сильную изохронность относительно оси Oy.
Это значит [1], что существует преобразование вида

𝑢 = 𝑥, 𝑣 = 𝑦 + 𝑉 (𝑥, 𝑦), (2)

где 𝑉 (𝑥, 𝑦) – голоморфная в окрестности начала координат функция, переводящее систему
(1) в систему с равномерной изохронностью [1–7].

Рассматриваем случай, когда преобразование (2) не зависит от параметра 𝜆, или что
тоже, уравнения изохрон

Γ𝑘 : {𝑦 + 𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑘 (𝑥)} ∪ {𝑥 = 0} , 𝑘 ∈ (−∞,∞),

не зависят от устойчивости или неустойчивости особой точки 𝑂(0, 0) системы. На прак-
тике, когда нужно смоделировать изохронную систему (2), смещение параметра 𝜆 от ис-
тинного влияет как на траектории системы, так и на изохроны, которые ограничивают
временные отрезки на траекториях. Если изохроны не зависят от значений 𝜆, то и вре-
менные отрезки на траекториях не зависят от 𝜆.

Теорема 1. Для того, чтобы уравнение изохрон системы (1) не зависели от 𝜆 необ-
ходимо и достаточно, чтобы правые части системы (1) представлялись в одном из
видов:

1)

−𝑦 − 𝑥 (𝑚2𝑥2 + 16𝑛2𝑥2 − 12𝑚𝑛𝑥𝑦 − 12𝑛2𝑦2)

8𝑛
+ 𝑥𝜆− 𝑥2 (𝑚𝑥+ 2𝑛𝑦)𝜆,

𝑥− −8𝑚𝑛𝑥3 + 9𝑚2𝑥2𝑦 + 12𝑚𝑛𝑥𝑦2 + 4𝑛2𝑦3

8𝑛
+ 𝑦𝜆+

𝑚𝑥2 (𝑚𝑥+ 2𝑛𝑦)𝜆

2𝑛
;

2)

−𝑦 − (𝑚𝑥+ 𝑛𝑦) (𝑚2𝑥2 + 9𝑛2𝑥2 − 10𝑚𝑛𝑥𝑦 − 2𝑛2𝑦2)

6𝑚𝑛
+ 𝑥𝜆− 𝑥 (𝑚𝑥+ 𝑛𝑦)2 𝜆

𝑚
,
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𝑥− 𝑥 (𝑚𝑥+ 𝑛𝑦) (−2𝑚𝑛𝑥+ 3𝑚2𝑦 + 𝑛2𝑦)

2𝑚𝑛
+ 𝑦𝜆+

(2𝑚𝑥− 𝑛𝑦) (𝑚𝑥+ 𝑛𝑦)2 𝜆

3𝑚𝑛
;

3) −𝑦 − 1/2 𝑛𝑥 (𝑥2 − 3𝑦2) + 𝑥𝜆− 2𝑛𝑥2𝑦𝜆, 𝑥− 1/2 𝑛𝑦 (5𝑥2 + 𝑦2) + 2𝑛𝑥3𝜆+ 𝑦𝜆;
4) −1/2 𝑘𝑥3 − 𝑦 + 𝑥𝜆, 𝑥− 9/2 𝑘𝑥2𝑦 + 2𝑘𝑥3𝜆+ 𝑦𝜆;
5)−𝑦 + 1/2 𝐴𝑦 (9𝑥2 − 2𝑦2) + 𝑥𝜆+ 3𝐴𝑥𝑦2𝜆, 𝑥+ 3/2 𝐴𝑥𝑦2 + 𝑦𝜆+ 𝐴𝑦3𝜆.
Соответствующие преобразования (2) переводящие системы (1)–(3) в нормальную

форму (3):
1) 𝑢 = 𝑥, 𝑣 = −(𝑚2𝑥3 − 4𝑛𝑦 + 4𝑚𝑛𝑥2𝑦 + 4𝑛2𝑥𝑦2)/4𝑛;
2) 𝑢 = 𝑥, 𝑣 = −(𝑚3𝑥3 − 3𝑚𝑛𝑦 + 3𝑚2𝑛𝑥2𝑦 + 3𝑚𝑛2𝑥𝑦2 + 𝑛3𝑦3)/3𝑚𝑛;
3) 𝑢 = 𝑥, 𝑣 = −𝑛𝑥3 + 𝑦 − 𝑛𝑥𝑦2;
4) 𝑢 = 𝑥, 𝑣 = −𝑘𝑥3 + 𝑦;
5) 𝑢 = 𝑥, 𝑣 = 𝑦 (1 + 𝐴𝑦2).
Ниже приведены траектории системы 5) и графики ее изохрон.
На этом рисунке кроме особой точки – сильно изохронного четвертого порядка фокуса

𝑂(0, 0) имеется еще две особые точки 𝑂(0,−1), 𝑂(0, 1), с тем же порядком изохронности,
для которых изохронами являются те же изохроны, что и для 𝑂(0, 0).

Рис. 1. Траектории и изохроны системы 5)
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7. Rudenok, A. E. On the Gröbner Basis of the Ideal of Lyapunov Quantities of the Kukles System
/ A. E. Rudenok, M. N. Vasilevich // Differential Equations. – 2023. – T. 59, No. 2. – P. 174–187.

ЗАМЕЧАНИЯ О ЗАДАЧЕ ИНТЕГРИРОВАНИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 2-ГО ПОРЯДКА

А.Н. Сахаров

Согласно известной теоремы Лиувилля [1] дифференциальное уравнение

𝑥̈+ 𝑎(𝑡)𝑥̇+ 𝑏(𝑡)𝑥+ 𝑐(𝑡) = −𝜆𝑥 (𝑥 ∈ R) (1)

не имеет, в общем случае, решения в квадратурах. Однако, задача предсталения общего
решения такого в уравнения в замкнутом виде является весьма актуальной. Рассмотрим
эту задачу с точки зрения динамических систем. Однородная часть этого уравнения может
быть представлена в виде системы(︂

𝑥̇
𝑦̇

)︂
=

(︂
0 1

−𝜆− 𝑏(𝑡) −𝑎(𝑡)

)︂(︂
𝑥
𝑦

)︂
. (2)

Переходя к афинным координатам 𝑧 = −𝑦/𝑥, получаем уравнение Риккати

𝑧̇ = 𝑏(𝑡) + 𝜆+ 𝑎(𝑡)𝑧 + 𝑧2,

которое заменой 𝑧 = tg
𝜃

2
преобразуется в уравнение (порождающее проективный поток,

ассоциированный с линейной системой (2))

𝜃 = 𝑏(𝑡) + 1 + 𝜆+ (𝑏(𝑡) − 1 + 𝜆) cos 𝜃 + 𝑎(𝑡) sin 𝜃. (3)

Лемма 1. Пусть 𝜃(𝑡) – решение уравнения (3). Тогда замена(︂
𝑥
𝑦

)︂
=

(︂
cos 𝜃(𝑡) − sin 𝜃(𝑡)
sin 𝜃(𝑡) cos 𝜃(𝑡)

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
пребразует систему (2) в систему(︂

𝑢̇
𝑣̇

)︂
= 𝑇 (𝑡, 𝜃(𝑡), 𝜆)

(︂
𝑢
𝑣

)︂
, (4)

где

𝑇 (𝑡, 𝜃, 𝜆) =
𝑎(𝑡)

2

(︂
1 0
0 1

)︂
− 𝑏(𝑡) + 1 + 𝜆

2
sin 𝜃

(︂
1 0
0 −1

)︂
+

(𝑏(𝑡) + 1 + 𝜆) cos 𝜃 + 𝑎(𝑡) sin 𝜃

2

(︂
0 1
0 0

)︂
.
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Так как линейная система с треугольной матрицей интегрируема в квадратурах, то
задача сводится к построению решений уравнения (3). В случае, когда коэффициенты (1)
2𝜋-периодичны, уравнение (3) задает неособое векторное поле на торе и применима теория
А. Пуанкаре. Число вращения 𝜌(𝜆) потока на торе является в данном случае полным
топологическим инвариантом, что дает следующее описание его траекторий [2].

1. Если 𝜌(𝜆) /∈ Q, то все траектории всюду плотны, то есть решения (3) квазипериоди-
ческие с вектором частот (1, 𝜌(𝜆)). Если 𝜌(𝜆) ∈ Q и 𝜌(𝜆) /∈ Z, то все траектории замкнуты,
то есть все решения периодические. Это так называемый эллиптический случай.

2. Если 𝜌(𝜆) ∈ Z и показатель Ляпунова любой траектории не равен нулю, то су-
ществуют две замкнутые траектории, остальные траектории асимптотические к ним при
𝑡→ ±∞. Это гиперболический случай.

3. Если 𝜌(𝜆) ∈ Z и показатель Ляпунова любой траектории равен нулю, то существуют
одна полуустойчивая замкнутая траектория, остальные траектории асимптотические к
ней при 𝑡→ ±∞. Это параболический случай.

Существование такого описания позволяет называть уравнение (3) топологически ин-
тегрируемым, так как понятно какие функции будут определять квадратуры системы
(4).

Рис. 1. Число вращения уравнения
𝜃 = 𝜆 + sin 𝑡 + cos 3𝑡 + 1 + (𝜆 + sin 𝑡 + cos 3𝑡− 1) cos 𝜃 − 2 sin 𝜃.

Пусть коэффициенты уравнения (1) равномерно непрерывны и ограничены на R, тогда
существует инвариант

𝜌(𝜆) = lim
𝛽−𝛼→∞

2𝜋𝑁(𝛼, 𝛽, 𝜆)

𝛽 − 𝛼
,

где 𝑁(𝛼, 𝛽, 𝜆) – число нулей решения 𝑥(𝑡, 𝜆) на интервале [𝛼, 𝛽] с краевыми условиями
Дирихле (Подобным образом определяется число вращения слоя для почти периодических
уравнений 2-го порядка [3].). Его существование гарантирует теория Штурма-Лиувилля.
Возникает задача описания зависимости решений уравнения (3) от 𝜌(𝜆). Решение этой
задачи позволяет проинтегрировать систему (4) и, следовательно, уравнение (1).
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РАЗЛИЧНЫЕ ОСЦИЛЛЯЦИОННЫЕ СВОЙСТВА
ДВУМЕРНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

И.Н. Сергеев

Для области 𝐺 ⊂ R𝑛 при 𝑛 = 2 и луча R+ ≡ [0,+∞) рассмотрим дифференциальную
систему

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑡 ∈ R+, 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑓, 𝑓 ′
𝑥 ∈ 𝐶(R+ ×𝐺), (1)

через x(·, 𝑥0) обозначим ее непродолжаемое решение с условием x(0, 𝑥0) = 𝑥0 ∈ 𝐺, а через
S𝛿 ⊂ R𝑛 — сферу с центром 0 и радиусом 𝛿 > 0. Для системы (1) будет также допустима
(теорема 9 ниже) ослабленная гладкость в 0, означающая отсутствие производной 𝑓 ′

𝑥(0).
Определим разнообразные осцилляционные свойства [1–4] системы (1).
Определение 1. Скажем, что система (1) при 1 < 𝑛 ∈ N обладает сильным или

соответственно слабым полным осцилляционным свойством: блуждаемостью, колебле-
мостью, вращаемостью — при ассоцциироавнном значении K = P,N,Θ, если

lim
𝑡→+∞

lim
𝑥0→0

inf
𝐿∈AutR𝑛

1

𝑡
K(𝑡, 𝐿x(·, 𝑥0)) > 0, lim

𝑡→+∞
lim
𝑥0→0

inf
𝐿∈AutR𝑛

1

𝑡
K(𝑡, 𝐿x(·, 𝑥0)) > 0, (2)

неблуждаемостью, неколеблемостью, невращаемостью, если

lim
𝑡→+∞

lim
𝑥0→0

inf
𝐿∈AutR𝑛

1

𝑡
K(𝑡, 𝐿x(·, 𝑥0)) = 0, lim

𝑡→+∞
lim
𝑥0→0

inf
𝐿∈AutR𝑛

1

𝑡
K(𝑡, 𝐿x(·, 𝑥0)) = 0, (3)

где для каждых 𝑡 > 0 и 𝑥 ∈ 𝐶1([0, 𝑡],R𝑛
* ) (при 𝑛 > 1) соответственно обозначено:

a) K(𝑡, 𝑥) = P(𝑡, 𝑥) ≡
∫︀ 𝑡

0
|(𝑥(𝜏)/|𝑥(𝜏)|)·| 𝑑𝜏 — вариация следа функции 𝑥 на единичной

сфере за время от 0 до 𝑡;
b) K(𝑡, 𝑥) = N(𝑡, 𝑥) — нормированное (т. е. умноженное на 𝜋) число нулей 𝜏 ∈ (0, 𝑡]

функции 𝑃1𝑥, где 𝑃1 — ортогональный проектор на фиксированную прямую в R𝑛, причём
если хотя бы один из нулей 𝜏 ∈ [0, 𝑡] кратен, то выражение N(𝑡, 𝑥) не определенo;

c) K(𝑡, 𝑥) = Θ(𝑡, 𝑥) ≡ |𝜙(𝑡, 𝑃2𝑥)| — модуль непрерывного по 𝑡 ориентированного угла
𝜙(𝑡, 𝑃2𝑥) с начальным значением 𝜙(0, 𝑃2𝑥) ≡ 0 между вектором 𝑃2𝑥(𝑡) и начальным векто-
ром 𝑃2𝑥(0), где 𝑃2 — ортогональный проектор на фиксированную плоскость в R𝑛, причём
если 𝑃2𝑥(𝜏) = 0 хотя бы при одном 𝜏 ∈ [0, 𝑡], то выражение Θ(𝑡, 𝑥) не определено.

Определение 2. Скажем, что система (1) для данного вектора 𝑢 ∈ 𝑆1 обладает за-
данным 𝑢-радиальным свойством из определения 1 выше, если для некоторой кривой 𝑞𝑢,
заданной гладким отображением 0 < 𝑐 ↦→ 𝑥0(𝑐) ∈ S𝑐 с производной 𝑥′0(+0) = 𝑢 на пре-
дельном конце, выполнено соответстувующее условие (2) или (3), в котором предел при
𝑥0 → 0 заменен аналогичным пределом при 𝑞𝑢 ∋ 𝑥0 → 0.

Опишем всевозможные логические связи между этими свойствами в двумерном случае.
Теорема 1. Если система (1) обладает каким-либо полным или 𝑢-радиальным (для

некоторого 𝑢 ∈ 𝑆1) осцилляционным сильным свойством, то она обладает и одноимен-
ным слабым свойством.

Теорема 2. Система (1) не может обладать одновременно каким-либо полным или
𝑢-радиальным (для некоторого 𝑢 ∈ 𝑆1) осцилляционным сильным свойством и ему про-
тивоположным слабым (а тем более сильным) свойством.

Теорема 3. Система (1) обладает полной или 𝑢-радиальной (для некоторого 𝑢 ∈ 𝑆1)
сильной или слабой блуждаемостью тогда и только тогда, когда она обладает одноимен-
ной колеблемостью.
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Теорема 4. Система (1) обладает полной или 𝑢-радиальной (для некоторого 𝑢 ∈ 𝑆1)
сильной или слабой неблуждаемостью тогда и только тогда, когда она обладает одно-
именной неколеблемостью.

Теорема 5. Если система (1) обладает полной или 𝑢-радиальной (для некоторого
𝑢 ∈ 𝑆1) сильной или слабой вращаемостью, то обладает также одноименной блуждае-
мостью и колеблемостью.

Теорема 6. Если система (1) обладает полной или 𝑢-радиальной (для некоторого
𝑢 ∈ 𝑆1) сильной или слабой неблуждаемостью или неколеблемостью, то обладает так-
же и одноименной невращаемостью.

Теорема 7. Существует система (1), не обладающая сильными ни полными, ни 𝑢-
радиальными (ни для какого 𝑢 ∈ 𝑆1) ни блуждаемостью, ни колеблемостью, ни вращае-
мостью, а также ни неблуждаемостью, ни неколеблемостью, ни невращаемостью, но
обладающая всеми одноименными слабыми свойствами.

Теорема 8. Существует система (1), не обладающая полными ни сильными, ни сла-
быми ни блуждаемостью, ни колеблемостью, ни вращаемостью, а также ни неблуж-
даемостью, ни неколеблемостью.

Теорема 9. Существует система (1) с ослабленной гладкостью в 0, не обладаю-
щая ни сильными, ни слабыми ни полными, ни 𝑢-радиальными (ни для какого 𝑢 ∈ 𝑆1) ни
блуждаемостью, ни колеблемостью, ни вращаемостью, а также ни неблуждаемостью,
ни неколеблемостью, ни невращаемостью.

Теорема 10. Любое общерадиальное осцилляционное свойство системы (1) вытекает
из ее одноименного полного свойства и влечет за собой ее одноименное 𝑢-радиальное (для
любого 𝑢 ∈ 𝑆1) свойство.

Теорема 11. Существует система (1), которая одновременно обладает 𝑢-радиаль-
ными (для заданного 𝑢 ∈ 𝑆1) сильными и слабыми блуждаемостью и колеблемостью, а
также неблуждаемостью и неколеблемостью.

Теорема 12. Существует система (1), которая одновременно обладает общеради-
альными сильными и слабыми блуждаемостью, колеблемостью (или неблуждаемостью,
неколеблемостью), но не обладает ни одним из одноименных полных свойств.

Теорема 13. Система (1) обладает 𝑢-радиальной (для какого-либо 𝑢 ∈ 𝑆1) сильной
или слабой вращаемостью или невращаемостью тогда и только тогда, когда она обла-
дает одноименным полным свойством.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации (проект № 075-03-2026-395).
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БИФУРКАЦИОННЫЕ КРИВЫЕ И РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ СИСТЕМ ЛЬЕНАРА 

ТИПА 2A+2S

И.Н. Сидоренко

Рассматривается семейство систем Льенара с четырьмя особыми точками — двумя
антисёдлами и двумя сёдлами (конфигурация 2𝐴+ 2𝑆):

𝑥̇ = 𝑦, 𝑦̇ = −𝑔(𝑥) − 𝜀 𝑓(𝑥) 𝑦, (1)

𝑔(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑥)(1 + 𝐿𝑥)(1 +𝑀𝑥), 𝐿 = −1
2
, 𝑀 = 1

3
. (2)

Особые точки: 𝑆1 (−3, 1), 𝐴1 (0, 0), 𝑆2(1, 0), 𝐴2 (2, 0). Функция трения — многочлен степе-
ни 𝑛:

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘 𝑥
𝑘. (3)

Распределение предельных циклов записывается в виде ((𝑛1, 𝑛2), 𝑛3), где 𝑛1 — число цик-
лов вокруг антиседла 𝐴1 (0, 0), 𝑛2 — вокруг антиседла 𝐴2 (2, 0), 𝑛3 — число циклов, окру-
жающих группу особых точек {𝐴1, 𝑆1, 𝐴2}.

Предельные циклы могут окружать отдельные антисёдла 𝐴1, 𝐴2 и группу {𝐴1, 𝑆1, 𝐴2}
(тип 2𝐴+ 1𝑆, индекс +1). Исследование проводится с помощью построения системы про-
гноза [1].

Прогнозный метод. Число предельных циклов «нормального размера» [2] оценива-
ется по числу решений системы прогноза

𝐹 (𝜂) = 𝐹 (𝜇), 𝐺(𝜂) = 𝐺(𝜇), (4)

где 𝐹 =
∫︀
𝑓 𝑑𝑥, 𝐺 =

∫︀
𝑔 𝑑𝑥.

Система прогноза позволяет построить прогнозные бифуркационные кривые в плоско-
сти параметров (𝑎0, 𝑎1) при фиксированных старших коэффициентах. При этом выделя-
ются:

W0: 𝑎0 = 0 (негрубый фокус в 𝐴1(0, 0));
W2: 𝑓(2) = 0 (негрубый фокус в 𝐴2(2, 0));
LC2: прогнозная кривая двукратных предельных циклов;
SC: прогнозные кривые сепаратрисных циклов.

Указанные кривые разбивают плоскость параметров на области с постоянным распреде-
лением предельных циклов ((𝑛1, 𝑛2), 𝑛3).

Теорема 1. Максимальное число решений системы прогноза для системы (1)–(3) в
зависимости от 𝑛 = deg 𝑓 даёт следующие возможности для существования предельных
циклов:

deg 𝑓 вокруг {𝐴1} вокруг {𝐴2} вокруг {𝐴1, 𝑆1, 𝑆2} макс. всего
1 1 1 1 1 + 1
2 2 2 2 2 + 1
3 3 3 3 3 + 1
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«+1» учитывает возможный цикл из петли сепаратрис.
Теорема 2. Система (1)–(2) с deg 𝑓 = 2, 𝑓(𝑥) = −4,797 + 3,348𝑥 + 𝑥2, имеет по

прогнозу распределение ((0, 0), 3).
Теорема 3. Система (1)–(2) с deg 𝑓 = 3, 𝑓(𝑥) = −0,000042− 4,024𝑥+ 4,708𝑥2− 0,5𝑥3,

𝜀 = 0,01, имеет не менее двух предельных циклов нормального размера, т.е. распределе-
ние ((2, 0), 0).

Точность полученных распределений доказывается посредством построения функции
Дюлака — Черкаса [3].
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О БАЗИСЕ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ДАРБУ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

ПРОСТОЙ МАТРИЧНОЙ СТРУКТУРЫ

Н.И. Скобелко, А.Ф. Проневич

В 1878 году французский математик Ж.Г. Дарбу опубликовал результаты исследова-
ний дифференциального уравнения первого порядка с рациональной правой частью [1]

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑌 (𝑥, 𝑦) + 𝑦𝑍(𝑥, 𝑦)

𝑋(𝑥, 𝑦) + 𝑥𝑍(𝑥, 𝑦)
, (1)

где 𝑋, 𝑌 и 𝑍 — полиномы по 𝑥 и 𝑦 с постоянными вещественными коэффициентами.
К уравнению Дарбу (1) обращались на разных этапах развития теории дифференциаль-
ных уравнений и не раз на основе его исследования разрабатывались подходы, которые
становились базой для новых методов в теории дифференциальных уравнений.

В общем случае дифференциальное уравнение (1) не интегрируется в квадратурах, что
наметило несколько путей его исследовния. Во-первых, это нахождение достаточных уло-
вий для построения общего решения (в квадратурах или без квадратур). Этот путь был
избран Ж.Г. Дарбу, когда по известному количеству полиномиальных частных интегралов
строился общий интеграл. В дальнейшем данный подход получил широкое распростране-
ние и использовался для интегрирования полиномиальных обыкновенных и многомерных
дифференциальных систем (см., например, результаты и литературу, приведенные в мо-
нографии [2]). Второй путь заключается в рассмотрения частных случаев уравнения (1),
которые с помощью ряда преобразований приводятся к тому или иному виду, допуска-
ющему построение общего решения. Простейшими уравнениями такого типа являются
однородное уравнение Дарбу [3, с. 109–111; 4] и уравнение Якоби [3, с. 111–117; 5]. Третий
путь — качественная характеристика [4, 6–8] некоторых классов уравнения Дарбу (1).

В данной работе рассматривается задача построения базиса автономных первых инте-
гралов для дифференциальной системы Дарбу третьего порядка с линейной частью
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𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑎1𝑖𝑥1 + 𝑎2𝑖𝑥2 + 𝑎3𝑖𝑥3 + 𝑥𝑖𝐷(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑖 = 1, 2, 3, (2)

где коэффициенты 𝑎𝑗𝑖 (𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3) — вещественные числа, одновременно не равные ну-
лю, а непрерывно дифференцируемая на области 𝑉 ⊂ R3 фунция 𝐷 : 𝑉 → R является
однородной степени 𝑚. Предложен спектральный метод построения автономных первых
интегралов, когда первые интегралы строятся по собственным числам и собственным век-
торам матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑗𝑖‖. При этом в отличии от матричного метода [7] интегрирования
системы Дарбу (2), позволяющего строить первый интеграл и последний множитель, спек-
тральный метод позволяет строить два функционально независимых первых интеграла.

Так, например, в случае простых вещественных собственных чисел матрицы 𝐴 инте-
гральный базис системы Дарбу (2) строится на основании следующего утверждения.

Теорема. Пусть 𝜆𝑖 есть попаpно pазличные собственные числа матpицы 𝐴, котоpым
соответствуют вещественные собственные вектоpы 𝜈𝑖 = (𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3. Тогда
базис первых интегралов на области Ω ⊂ R3 системы Дарбу (2) образуют функции

𝐹1 : (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝛼1𝑥1 + 𝛽1𝑥2 + 𝛾1𝑥3)
ℎ1 (𝛼2𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛾2𝑥3)

ℎ2 (𝛼3𝑥1 + 𝛽3𝑥2 + 𝛾3𝑥3)
ℎ3 ,

𝐹2 : (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) →

(︃
(𝛼2𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛾2𝑥3)

𝜆1

(𝛼1𝑥1 + 𝛽1𝑥2 + 𝛾1𝑥3)
𝜆2

)︃ 𝑚
𝜆2−𝜆1

+ 𝑚 ·
∫︁
𝐷
(︀
𝑇𝐾−1

)︀
𝜏

𝑑𝜏,

где ℎ1, ℎ2, ℎ3 — вещественные числа, одновpеменно не pавные нулю, которые находятся
из системы ℎ1+ℎ2+ℎ3 = 0, 𝜆1ℎ1+𝜆2ℎ2+𝜆3ℎ3 = 0, вектор 𝑇 =

(︀
𝜏𝜆1 , 𝜏𝜆2 , 𝐶𝜏𝜆3

)︀
, матрица

𝐾 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝛼1 𝛼2 𝛼3

𝛽1 𝛽2 𝛽3
𝛾1 𝛾2 𝛾3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ , переменная 𝜏 =

(︂
𝛼2𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛾2𝑥3
𝛼1𝑥1 + 𝛽1𝑥2 + 𝛾1𝑥3

)︂ 1
𝜆2−𝜆1

, а

𝐶 = (𝛼1𝑥1 + 𝛽1𝑥2 + 𝛾1𝑥3)
𝜆3−𝜆2

𝜆2−𝜆1 (𝛼2𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛾2𝑥3)
𝜆1−𝜆3

𝜆2−𝜆1 (𝛼3𝑥1 + 𝛽3𝑥2 + 𝛾3𝑥3) .

У обыкновенной дифференциальной системы Дарбу третьего порядка

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 2𝑥2 + 𝑥21𝑥2𝑥3,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= − 𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥1𝑥
2
2𝑥3,

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝑥1 − 2𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥
2
3

интегральный базис на области Ω⊂{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) : (𝑥1−𝑥2)(𝑥1−2𝑥2) ̸=0} образуют функции

𝐹1 : (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) →
(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3)

(𝑥1 − 2𝑥2)
2

и

𝐹2 : (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) →
(𝑥1 − 2𝑥2)

3

(𝑥1 − 𝑥2)
6

(︀
70 − 5𝑥31 − 2𝑥32 + 9𝑥21𝑥2 + 3𝑥1𝑥

2
2 + 9𝑥21𝑥3 − 6𝑥22𝑥3 + 27𝑥1𝑥2𝑥3

)︀
,

которые построены (теорема) на основании линейно независимых вещественных собствен-
ных векторов 𝜈1 = (1,−1, 0), 𝜈2 = (1,−2, 0) и 𝜈3 = (1,−2, 1), соответствующих собственным

числам 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 2 и 𝜆3 = 3 матрицы 𝐴 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 0 − 1 1

2 3 − 2
0 0 3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ .

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда
фундаментальных исследований, грант № Ф25КИ-087 от 06.02.2025.
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FROMMER’S METHOD FOR INVESTIGATING A NEIGHBORHOOD 
OF A MULTIPLE EQUILIBRIUM POINT FOR A PLANAR QUARTIC 

AUTONOMOUS SYSTEM

L.V. Dziatchenia, Y. Zhang, Y. Chen, A.A. Grin

We study a quartic autonomous system of the following form

𝑥̇ = 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3𝑦 + 𝑐𝑥2𝑦2 + 𝑑𝑥𝑦3 + 𝑦4, 𝑦̇ = 𝑥4 + 𝛽𝑥3𝑦 + 𝛾𝑥2𝑦2 + 𝛿𝑥𝑦3 + 𝜀𝑦4 (1)

with real coefficients. This paper is devoted to a very important problem in the qualitative
theory of planar differential systems concerning the behavior of trajectories in a neighborhood
of a multiple equilibrium point. Frommer’s method, used by the authors, is an effective tool
for splitting multiple equilibrium point. It was first published in the paper [1] and was later
developed in the works [2, 3, 4]. The behavior of trajectories in a neighborhood of a multiple
equilibrium point for quadratic systems has been thoroughly investigated. The similar study
for cubic systems has encountered some difficulties because solving the task of the existence of
𝑂+-curves with given characteristics, a fourth-degree equation arises, which may not have real
roots. In this case, the cubic system has a monodromic point, i.e., a center-focus point. The
classic results devoted to the problem of distinguishing between center and focus points can be
found in the monograph [5]. Such a study of trajectories in a quartic system is significantly
complicated by the need to solve a fifth-degree algebraic equation.

The goal of our work is to obtain local phase portraits in a neighborhood of the origin as
a multiple equilibrium point of the quartic system (1) as well to derive coefficient criteria for
each of the resulting phase portraits. The essence of the Frommer’s method is to study the
orders 𝜇 and measures 𝜌 of curvature of the 𝑂+-curves of system (1). According to [3, 4], the
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possible finite orders of curvature are determined from the relations 𝜇𝑝 = −𝑘𝑝, where 𝑘𝑝are
the angular coefficients of the links of Newton’s broken line. Further, to study the 𝑂+-curves
of system (1) with ordinary orders of curvature 𝜇𝑝, 𝑝 = 1,𝑚, use the substitution 𝑦 = 𝑢𝑥𝜇𝑝 .
This substitution and the elimination of time leads (1) to the following differential equation
𝑑𝑢
𝑑𝑥

· 𝑥𝑙 =
𝐵𝜇𝑝 (𝑢)+𝐵(𝑥,𝑢)

𝐴𝜇𝑝 (𝑢)+𝐴(𝑥,𝑢)
.

The only possible finite measures of curvature for O+-curves of a given order 𝜇𝑝 are the real
roots of the equation 𝐵𝜇𝑝(𝑢) = 0. The number 𝜇 = 1 will be the only possible finite order of
curvature of the 𝑂+-curves of system (1). Therefore, by making the substitution 𝑦 = 𝑢𝑥 in (1)
and eliminating time, we get the equation

𝑑𝑢

𝑑𝑥
· 𝑥 =

−𝑢5 + (𝜀− 𝑑)𝑢4 + (𝛿 − 𝑐)𝑢3 + (𝛾 − 𝑏)𝑢2 + (𝛽 − 𝑎)𝑢+ 1

𝑎+ 𝑏𝑢+ 𝑐𝑢2 + 𝑑𝑢3 + 𝑢4
. (2)

Possible finite measures of curvature of O+-curves of the system (1) are only the real roots of
the equation

𝑢5 − (𝜀− 𝑑)𝑢4 − (𝛿 − 𝑐)𝑢3 − (𝛾 − 𝑏)𝑢2 − (𝛽 − 𝑎)𝑢− 1 = 0. (3)

Let’s use the relation ∆ = 1 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿+ 𝜀. In the case 𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑 = ∆− 1 if number 𝑢 = 1
is the root of the equation (3), then it can be represented as

(𝑢− 1)(𝑢2 + 𝑝1𝑢+ 𝑞1)(𝑢
2 + 𝑝2𝑢+ 𝑞2) = 0, (4)

where 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑅, 𝑞1 · 𝑞2 = 1. In this case, the coefficients of system (1) satisfy the
relations:

𝑎 = 𝛽 + 𝑞1𝑞2 − 𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1, 𝑏 = 𝛾 + 𝑝1𝑞2 + 𝑝2𝑞1 − 𝑝1𝑝2 − 𝑞2 − 𝑞1,

𝑐 = 𝛿 + 𝑝1𝑝2 − 𝑝1 − 𝑝2 + 𝑞1 + 𝑞2, 𝑑 = 𝜀+ 𝑝1 + 𝑝2 − 1.

We are interested in the existence of roots of equation (4) that are different from one, which
depend on the values of the parameters 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑅. Considering that 𝑞1 · 𝑞2 = 1, let’s
highlight three cases, depending on the values of the parameters 𝑞1 and 𝑞2: 1. 𝑞1 = 𝑞2 = 1; 2.
𝑞1 = 𝑞2 = −1; 3. 𝑞1 = 1

𝑞2
, |𝑞1| ≠ 1. All three cases are completely investigated by the authors.

The first case was considered in [6]. We present here some results of the study for the third
case, in which equation (4) takes the form

(𝑢− 1)(𝑢2 + 𝑝1𝑢+ 𝑞1)(𝑞1𝑢
2 + 𝑝2𝑞1𝑢+ 1) = 0. (5)

Depending on the values of the parameters 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, equation (5) can have one, three or five
real roots.

In the case 𝑝21 − 4𝑞1 < 0, 𝑝22𝑞
2
1 − 4𝑞1 < 0 the only real root of equation (5) is 𝑢1 = 1. Since

for the case Φ = ∆(1 + 𝑝1 + 𝑞1)
(︁

1 + 1
𝑞1

+ 𝑝2

)︁
> 0 system (1) has a unique 𝑂+-curves with

the order of curvature 𝜇 = 1 and measure 𝜌 = 1, and in the case Φ < 0 – an open pencil of
such 𝑂+-curves, then when 𝑝21 − 4𝑞1 < 0, 𝑝22𝑞

2
1 − 4𝑞1 < 0 and Φ > 0 a neighborhood of the

origin of the system (1) is represented by a local phase portrait of the type HH (it means with
two hyperbolic sectors), and of the type PEPE (with doubly repeating parabolic and elliptic
sectors) in the case 𝑝21 − 4𝑞1 < 0, 𝑝22𝑞

2
1 − 4𝑞1 < 0, Φ < 0. If so (𝑝21 − 4𝑞1) · (𝑝22𝑞21 − 4𝑞1) < 0, then

(5) has three real roots. Using the notation

𝐴 = 𝑞1(𝛾 − 𝛿𝑝1) + 𝜀𝑞1(𝑝
2
1 − 𝑞1) − 1, 𝐵 = 2𝑞1(𝛿 − 𝜀𝑝1) − 2𝛽, 𝐶 = 2𝑝1 + 𝐴𝑝1 +𝐵𝑞1,

𝐷 = 𝜀(𝑝22𝑞1−1)+𝑞1(𝛾−𝛿𝑝2−𝑞1), 𝐸 = 2𝛿+𝑝2(𝐷−2𝜀)+2𝑝2𝑞1
2−2𝛽𝑞1, 𝐹 = 𝑛2+𝑞1(2𝑞1

2−𝑝1𝑝2𝑞1−2),
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where 𝑚2 = 𝑝1
2 − 4𝑞1, 𝑛

2 = 𝑝2
2𝑞1

2 − 4𝑞1 and assuming

𝑌11 = (𝑚+ 𝑝1 + 2)(2𝑞1
2 + (𝑚+ 𝑝1)(𝑚− 𝑝2) + 2)(𝐶 + 𝐴𝑚),

𝑌12 = (𝑚− 𝑝1 − 2)(2𝑞1
2 + (𝑚− 𝑝1)(𝑚+ 𝑝2) − 2)(𝐶 − 𝐴𝑚),

𝑌21 = (𝑛+ 2𝑞1 + 𝑝2𝑞1)(𝐹 + 𝑛𝑞1(𝑝2 − 𝑝1))(𝐸𝑞1 +𝐷𝑛),

𝑌22 = (𝑛− 2𝑞1 − 𝑝2𝑞1)(𝐹 − 𝑛𝑞1(𝑝2 − 𝑝1))(𝐸𝑞1 −𝐷𝑛),

we get that for 𝑌11 < 0, 𝑌12 < 0 system (1) has 𝑂+-curves with 𝜇 = 1, 𝜌 = −𝑝1+𝑚
2

and 𝜇 = 1,
𝜌 = −𝑝1−𝑚

2
respectively. If 𝑌21 < 0, 𝑌22 < 0 – the unique 𝑂+-curves with 𝜇 = 1, 𝜌 = −𝑝2𝑞1+𝑛

2𝑞1

and 𝜇 = 1, 𝜌 = −𝑝2𝑞1−𝑛
2𝑞1

respectively; and open pencils of such 𝑂+-curves in the case when the

corresponding 𝑌𝑖𝑘 > 0, 𝑖, 𝑘 = 1, 2. In particular, we obtained the following result:
Theorem. In the case 𝑞1 = 1

𝑞2
, |𝑞1| ̸= 1, (𝑝21 − 4𝑞1) · (𝑝22𝑞

2
1 − 4𝑞1) < 0 the origin of system

(1) has the following local phase portraits:
1. (HH)3 for Φ > 0, 𝑚2 = 𝑝21 − 4𝑞1, 𝑌11 < 0, 𝑌12 < 0 or Φ > 0, 𝑛2 = 𝑝22𝑞

2
1 − 4𝑞1, 𝑌21 < 0,

𝑌22 < 0;
2. PHPH for 𝑚2 = 𝑝21 − 4𝑞1, Φ > 0, 𝑌11 · 𝑌12 < 0 or Φ < 0, 𝑌11 < 0, 𝑌12 < 0; at

𝑛2 = 𝑝22𝑞1
2 − 4𝑞1 in case Φ > 0, 𝑌21 · 𝑌22 < 0 or Φ < 0, 𝑌21 < 0, 𝑌22 < 0;

3. PEPE for 𝑚2 = 𝑝21 − 4𝑞1, Φ > 0, 𝑌11 > 0, 𝑌12 > 0 or Φ < 0, 𝑌11 · 𝑌12 < 0; in case
𝑛2 = 𝑝2

2𝑞21 − 4𝑞1 at Φ > 0, 𝑌21 > 0, 𝑌22 > 0 or Φ < 0, 𝑌21 · 𝑌22 < 0;
4. (PE)6 for Φ < 0, 𝑚2 = 𝑝21 − 4𝑞1, 𝑌11 > 0, 𝑌12 > 0 or Φ < 0, 𝑛2 = 𝑝22𝑞

2
1 − 4𝑞1, 𝑌21 > 0,

𝑌22 > 0.
If 𝑚2 = 𝑝21 − 4𝑞1, 𝑛

2 = 𝑝22𝑞
2
1 − 4𝑞1, then (5) has five real roots. Local phase portraits of

system (1) and coefficient criteria for the realization of each of the local phase portraits are
obtained and in the case 𝑞1 = 1

𝑞2
, |𝑞1| ̸= 1, 𝑚2 = 𝑝21 − 4𝑞1, 𝑛

2 = 𝑝22𝑞
2
1 − 4𝑞1.

The work was supported by the Belarusian Republican Foundation for Fundamental Re-
search (project F25KI-087) and the National Natural Science Foundation of China (Grant No.
W2421102).
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ON ONE NONLOCAL PROBLEM FOR SYSTEMS 
OF FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

I. Kiguradze, N. Partsvania

In our report, unimprovable in certain sense conditions are given guaranteeing the existence
and uniqueness of a solution to the system of functional differential equations
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𝑢′𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)(𝑡) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛), (1)

satisfying the nonlocal boundary conditions

𝑏∫︁
𝑎

𝑢𝑖(𝑡) 𝑑𝜎𝑖(𝑡) = 𝑐𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛). (2)

We use the following notation and definitions.
𝐶([𝑎, 𝑏];R𝑛) is the space on 𝑛-dimensional vector functions 𝑢 = (𝑢𝑖)

𝑛
𝑖=1 with the continuous

components 𝑢𝑖 : [𝑎, 𝑏] → R (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) and with the norm ‖𝑢‖𝐶 =
∑︀𝑛

𝑖=1 ‖𝑢𝑖‖𝐶 , where

‖𝑢𝑖‖𝐶 = max
{︀
|𝑢𝑖(𝑡)| : 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

}︀
(𝑖 = 1, . . . , 𝑛).

𝐿([𝑎, 𝑏];R) is the space of Lebesgue integrable functions 𝑝 : [𝑎, 𝑏] → R with the norm

‖𝑝‖ =
𝑏∫︀
𝑎

|𝑝(𝑡)| 𝑑𝑡.

(ℓ𝑖 𝑘)𝑛𝑖,𝑘=1 is an 𝑛 × 𝑛 matrix with the components ℓ𝑖 𝑘 ∈ R (𝑖 = 1, . . . , 𝑛), and 𝑟
(︀
(ℓ𝑖 𝑘)𝑛𝑖,𝑘=1

)︀
is a spectral radius of that matrix.

An operator 𝑓 : 𝐶([𝑎, 𝑏];R𝑛) → 𝐿([𝑎, 𝑏];R) belongs to the Carathéodory space𝐾(𝐶([𝑎, 𝑏];R))
if it is continuous and for any 𝜌 > 0, the function given by the equality

𝑓 *(𝑡, 𝜌) = sup
{︀
|𝑓(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)(𝑡)| :

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖‖𝐶 ≤ 𝜌
}︀

for 𝑎 < 𝑡 < 𝑏

is Lebesgue integrable on [𝑎, 𝑏].
Everywhere below we assume that 𝑓𝑖 ∈ 𝐾(𝐶([𝑎, 𝑏];R)) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛), while 𝜎𝑖 : [𝑎, 𝑏] → R

(𝑖 = 1, . . . , 𝑛) are nondecreasing functions, and 𝑐𝑖 ∈ R (𝑖 = 1, . . . , 𝑛).
Theorem 1. Let there exist nonnegative numbers ℓ𝑖 𝑘 (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛) and ℓ0 such that

𝑟
(︀
(ℓ𝑖 𝑘)𝑛𝑖,𝑘=1

)︀
< 1, (3)

and for any 𝑢𝑖 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏];R) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) the inequalities

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓𝑖(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

ℓ𝑖 𝑘‖𝑢𝑘‖𝐶 + ℓ0 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)

hold. Then problem (1), (2) has at least one solution.
Theorem 2. Let for any 𝑢𝑖 and 𝑣𝑖 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏];R) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) the conditions

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓𝑖(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)(𝑡) − 𝑓𝑖(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)(𝑡)| 𝑑𝑡 ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

ℓ𝑖 𝑘‖𝑢𝑘 − 𝑣𝑘‖𝐶 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)

hold, where ℓ𝑖 𝑘 (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛) are nonnegative constants satisfying inequality (3). Then
problem (1), (2) has a unique solution.

An important particular case of (1) is the differential system with deviating arguments

𝑢′𝑖(𝑡) = ℎ𝑖(𝑡, 𝑢1(𝜏1(𝑡)), . . . , 𝑢𝑛(𝜏𝑛(𝑡))) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛), (4)
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where ℎ𝑖(·, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐿([𝑎, 𝑏];R) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) for arbitrarily fixed 𝑥𝑘 ∈ R (𝑘 = 1, . . . , 𝑛),
and ℎ𝑖(𝑡, ·, . . . , ·) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) are continuous on R𝑛 for almost all 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏).

Theorems 1 and 2 yield the following corollaries.
Corollary 1. Let for almost all 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] and for all 𝑥𝑘 ∈ R (k=1,. . . ,n), the conditions

|ℎ𝑖(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑖 𝑘(𝑡)|𝑥𝑘| + 𝑝0(𝑡) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)

hold, where 𝑝0 ∈ 𝐿([𝑎, 𝑏];R), 𝑝𝑖 𝑘 ∈ 𝐿([𝑎, 𝑏];R) (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛), and

𝑟
(︀
(‖𝑝𝑖 𝑘‖𝐿)𝑛𝑖,𝑘=1

)︀
< 1. (5)

Then problem (4), (2) has at least one solution.
Corollary 2. Let for almost all 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] and for all 𝑥𝑘 and 𝑦𝑘 ∈ R (k=1,. . . ,n), the

conditions

|ℎ𝑖(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) − ℎ𝑖(𝑡, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)| ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑖 𝑘(𝑡)|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘| (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)

hold, where 𝑝𝑖 𝑘 ∈ 𝐿([𝑎, 𝑏];R) (𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛) are functions satisfying condition (5). Then
problem (4), (2) has a unique solution.

The example is constructed which shows that the strict inequalities (3) and (5) in the above
formulated theorems and corollaries cannot be changed by the non-strict ones.

GLOBAL POINCARE–BENDIXSON ANNULUS
FOR A GENERALIZED RAYLEIGH SYSTEM

A.V. Kuzmich, A.A. Grin, P. Ji

We study the following system

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦 ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝜆),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥+

(︀
1 − 𝑦2𝑛

)︀
𝑦 ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜆), (1)

depending on the parameter 𝜆 ∈ Λ ⊆ 𝑅, 0 ∈ Λ, 𝑛 ∈ 𝑁 . Such system is known as a generalized
Rayleigh system and it appears, for instance, in the modeling of diabetic chemical processes
through a constant area duct, where the effect of adding or rejecting heat is considered [1].

For 𝜆 = 0, it represents a Hamiltonian system with the first integral 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐2, where
𝑐 is an arbitrary real number. One of the most difficult problems in studying systems of the
form (1) is estimating the number and localizing on the phase plane all limit cycles that can
bifurcate from certain closed curves 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐2𝑖 , when the parameter passes zero [2]. It is
important to determine the intervals of the parameter 𝜆 ∈ Λ in which limit cycles continue to
exist.

The existence of at least one limit cycle for system (1) when the parameter 𝜆 is sufficiently
small was proved in [1], but for proving this result the authors use the averaging theory of
first order [2] that does not guarantee the uniqueness of the limit cycle, it only guarantee the
existence of at least one of such periodic orbit. By using the Poincare compactification [3] in
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the paper [4] the uniqueness of the limit cycle for any non zero value 𝜆 and for any positive
integer 𝑛 was proved.

The goal of our study is to prove the uniqueness of limit cycle for the system (1) and to
derive its localization by means of Poincaré-Bendixson annulus and Dulac–Cherkas function.

The method of constructing the Poincaré–Bendixson annulus [3], which does not contain any
equilibrium point of system (1), and its boundaries are transversal closed curves [2] represents
well-known technique to establish the non-local existence and localization of limit cycles in
planar autonomous system.

In our work [5], the construction of the inner boundary of the Poincaré–Bendixson annulus
was based on finding the Dulac–Cherkas function [6] Ψ ∈ 𝐶1

(𝑥,𝑦)
0
𝜆(𝐺×Λ, 𝑅) of system (1) in the

domain 𝐺 ⊆ 𝑅2 for 𝜆 ∈ Λ, for which there exists a real number 𝑘 ̸= 0 such that the condition

Φ = 𝑘Ψdiv𝑋 +
𝜕Ψ

𝜕𝑥
𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝜆) +

𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜆) > 0(< 0) in 𝐺 for 𝜆 ∈ Λ (2)

holds. In our approach we use the following key fact of the Dulac–Cherkas method [5,6].

Theorem 1. Let Ψ be the Dulac–Cherkas function of system (1) in a simply connected
domain 𝐺 for 𝜆 ∈ Λ such that the zero level set 𝑊𝜆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 : Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 0} contains
only one oval 𝐼𝜆 in 𝐺. Then, for 𝑘 < 0, system (1) has at most one limit cycle in 𝐺 for 𝜆 ∈ Λ,
and if it exists, it surrounds 𝐼𝜆 and is hyperbolic.

The oval 𝐼𝜆 mentioned in the Theorem 1 is conveniently used as the inner boundary of the
Poincaré–Bendixson annulus of system (1), since all curves from 𝑊𝜆 have the transversality
property.

Taking into account the form of the system (1) We construct the Dulac-Cherkas function
as follows:

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) =
(︀
−𝑥+ 𝜆

(︀
1 − 𝑦2𝑛

)︀
𝑦
)︀2

+ Ψ1(𝑦)
(︀
−𝑥+ 𝜆

(︀
1 − 𝑦2𝑛

)︀
𝑦
)︀

+ Ψ0(𝑦),

where Ψ0(𝑦) and Ψ1(𝑦) are continuously differentiable functions.

The required function Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) is found by appropriately choosing the functions Ψ0(𝑦),Ψ1(𝑦)
and the number 𝑘, assuming that the set 𝑊𝜆 consists of a single oval. The polynomial Φ(𝑥, 𝑦, 𝜆)
from (2) is reduced to a dependence on only one phase variable 𝑦, for which it can be proven
that it has a definite sign on the entire phase plane. Thus, we have proved

Theorem 2. The function

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) =
(︀
−𝑥+ 𝜆

(︀
1 − 𝑦2𝑛

)︀
𝑦
)︀2

+ 𝑦2 − 𝑛

√︂
1

2𝑛+ 1
(3)

is the Dulac–Cherkas function for system (1) for all (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 and 𝜆 ̸= 0. Therefore, system
(1) has at most one limit cycle in the entire phase plane.

As the inner boundary of the Poincaré–Bendixson annulus, we take the oval

𝐼𝜆 =

{︃
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 :

(︀
−𝑥+ 𝜆

(︀
1 − 𝑦2𝑛

)︀
𝑦
)︀2

+ 𝑦2 − 𝑛

√︂
1

2𝑛+ 1
= 0

}︃

of the Dulac–Cherkas function (3). Taking into account the structure of the right-hand sides
of system (1), the outer boundary of the Poincaré–Bendixson annulus 𝑂𝜆 is found in the form
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𝑂𝜆 =

{︂
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 :

(︀
−𝑥+ 𝜆

(︀
1 − 𝑦2𝑛

)︀
𝑦
)︀2

+ 𝜆𝑦

(︂
2𝑦2𝑛 − 𝑦2

3
− 2

)︂(︀
−𝑥+ 𝜆

(︀
1 − 𝑦2𝑛

)︀
𝑦
)︀

+

+𝑦2 − 𝜆2𝑦2
(︂

(2𝑛+ 1)𝑦2𝑛+2

3(2𝑛+ 4)
+ 2𝑦2𝑛 − 1 − 𝑦2

12
− 𝑦4𝑛

)︂
− 𝑐0

}︂
.

Thus, the following result holds.

Theorem 3. The unique limit cycle of the system (1) for all values of 𝜆 ̸= 0 on the phase
plane is located in the Poincaré–Bendixson annulus 𝐴(𝜆), whose inner and outer boundaries
are the ovals 𝐼𝜆 and 𝑂𝜆, respectively, for a suitable choice of 𝑐0.

The work of the first and second authors was supported by the Belarusian Republican
Foundation for Fundamental Research (project F25KI-087).

References

1. Lopez, M. A note on the generalized Rayleigh equation: limit cycles and stability / M. Lopez,
R. Martinez // J. Math. Chem. – 2013. – Vol. 51. – P. 1164–1169 (2013)

2. Perko, L. Differential equations and dynamical systems / L. Perko // Texts in Applied Mathe-
matics. – New York : Springer, 2013. — Vol. 7. – 557 p.

3. Bautin, N. P. Methods and techniques for qualitative study of dynamic systems on a plane /
N. P. Bautin, E. A. Leontovich. – Moscow, 1990. – 488 p.

4. Baldissera, M. D. Dynamics of a Generalized Rayleigh System / M. D. Baldissera, J. Llibre,
R. Oliveira // Differ. Equ. Dyn. Syst. – 2024. – Vol. 32. – P. 933–941.

5. Li, Y. A Refined Global Poincare–Bendixson Annulus with the Limit Cycle of the Rayleigh
System / Y. Li, A. A. Grin, A. V. Kuzmich // Differential Equations. – 2024. – Vol. 60, No. 5. –
P. 736–749.

6. Cherkas, L.A. Dulac function for polynomial autonomous systems on a plane / L. A. Cherkas //
Differential Equations. – 1997. – Vol. 33. – P. 692–701.

POINCARE–BENDIXSON ANNULUS FOR UNIQUE LIMIT CYCLE
IN A CLASS OF PERTURBED HAMILTONIAN SYSTEMS

A.V. Kuzmich, A.A. Grin, Y. Zhang, Y. Chen

We consider a perturbed Hamiltonian system

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝐻(𝑦) ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝜆),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥+ 𝜆𝐹 (𝑦) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜆), (1)

depending on the parameter 𝜆 ∈ Λ ⊆ 𝑅, 0 ∈ Λ, 𝑛 ∈ 𝑁 assuming that the function 𝐹 : 𝑅 → 𝑅
is continuously differentiable and that the function 𝐻 : 𝑅 → 𝑅 is integrable. For 𝜆 = 0 system
(1) represents a Hamiltonian system with the first integral 𝑥2

2
+
∫︀
𝐻(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐2, where 𝑐 is an

arbitrary real number. We note that system (1) in the case 𝐻(𝑦) = 𝑦 and 𝐹 (𝑦) = 𝑦 − 𝑦3

3
is

the well-known Rayleigh system [1]. One of the most difficult problems in studying systems (1)
is estimating the number and localizing on the phase plane all limit cycles that can bifurcate
from certain closed curves 𝑥2

2
+
∫︀
𝐻(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑐2𝑖 , when the parameter passes the zero value [2,

3]. It is very difficult to determine the intervals of the parameter 𝜆 ∈ Λ in which limit cycles
continue to exist.
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One of the tools to establish the non-local existence and localization of limit cycles in system
(1) is the method of constructing the Poincaré–Bendixson annulus [1], which does not contain
any equilibrium point of system (1), and its boundaries are transverse closed curves [2].

In our paper [4], the construction of the inner boundary of the Poincaré–Bendixson annulus
was based on finding the Dulac–Cherkas function [5] Ψ ∈ 𝐶1

(𝑥,𝑦)
0
𝜆(𝐺×Λ, 𝑅) of system (1) in the

domain 𝐺 ⊆ 𝑅2 for 𝜆 ∈ Λ, for which there exists a real number 𝑘 ̸= 0 such that the following
condition

Φ = 𝑘Ψdiv𝑋 +
𝜕Ψ

𝜕𝑥
𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝜆) +

𝜕Ψ

𝜕𝑦
𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜆) > 0(< 0) in 𝐺 for 𝜆 ∈ Λ (2)

holds. Let us recall one of the key facts of the Dulac–Cherkas method [4,5].
Theorem 1. Let Ψ be the Dulac–Cherkas function of system (1) in a simply connected

domain 𝐺 for 𝜆 ∈ Λ such that the zero level set 𝑊𝜆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 : Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 0} contains
only one oval 𝐼𝜆 in 𝐺. Then, for 𝑘 < 0, system (1) has at most one limit cycle in 𝐺 for 𝜆 ∈ Λ.
If limit cycle exists then it surrounds the oval 𝐼𝜆 and it is hyperbolic.

Under the conditions of Theorem 1, the oval 𝐼𝜆 is conveniently used as the inner boundary of
the Poincaré–Bendixson annulus of system (1), since all curves from 𝑊𝜆 have the transversality
property.

The goal of our study is to derive a class of systems (1) for which, using the approach
from [4], we can construct a Poincaré–Bendixson annulus containing a unique limit cycle for
all values of 𝜆.

For our construction we use a Dulac-Cherkas function for system (1) as follows:

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) = (𝑥+ 𝜆𝐹 (𝑦))2 + Ψ1(𝑦) (𝑥+ 𝜆𝐹 (𝑦)) + Ψ0(𝑦),

where Ψ0(𝑦) and Ψ1(𝑦) are continuously differentiable functions.
The required class of systems (1) is found by appropriately choosing the functions Ψ0(𝑦),Ψ1(𝑦)

and the number 𝑘, assuming that the set 𝑊𝜆 consists of a single oval. The polynomial Φ(𝑥, 𝑦, 𝜆)
from (2) is reduced to a dependence on only one phase variable 𝑦, for which it can be proven
that it has a definite sign on the entire phase plane. Thus, we have proved

Theorem 2. System (1) for all (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 and 𝜆 ̸= 0 has a Dulac–Cherkas function in the
form

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) = (𝑥+ 𝜆𝐹 (𝑦))2 + 2

∫︁
𝐻(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑐0 (3)

under the condition 𝐹 ′(𝑦) =
(︀
2
∫︀
𝐻(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑐0

)︀2𝑙−1
, 𝑙 ∈ 𝑁. Therefore, corresponding system (1)

has at most one limit cycle in the entire phase plane.
Consider the construction of the Poincaré–Bendixson annulus for mentioned system (1) with

𝐻(𝑦) = 𝑦2𝑛−1, 𝑙 = 1, i.e., for a system of the form

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑦2𝑛−1,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥+ 𝜆

(︂
𝑦2𝑛+1

𝑛(2𝑛+ 1)
− 𝑐0𝑦

)︂
. (4)

As the inner boundary of the Poincaré–Bendixson annulus, we choose the oval

𝐼𝜆 =

{︃
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 :

(︂
𝑥+ 𝜆

(︂
𝑦2𝑛+1

𝑛(2𝑛+ 1)
− 𝑐0𝑦

)︂)︂2

+
𝑦2𝑛

𝑛
− 𝑐0 = 0

}︃
of the Dulac–Cherkas function (3). Taking into account the structure of the right-hand sides
of system (4), the outer boundary of the Poincaré–Bendixson annulus 𝑂𝜆 is found in the form
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𝑂𝜆 =

{︃
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 :

(︂
𝑥+ 𝜆

(︂
𝑦2𝑛+1

𝑛(2𝑛+ 1)
− 𝑐0𝑦

)︂)︂2

+ 𝜆

(︂
2𝑐0𝑦 −

𝑦2𝑛+1

𝑛(2𝑛+ 1)

)︂
×

×
(︂
𝑥+ 𝜆

(︂
𝑦2𝑛+1

𝑛(2𝑛+ 1)
− 𝑐0𝑦

)︂)︂
+
𝑦2𝑛

𝑛
− 𝜆2𝑦2

(︂
(4𝑛+ 3)𝑐0𝑦

2𝑛

𝑛(2𝑛+ 1)(2𝑛+ 2)
− 𝑐20 −

𝑦4𝑛

2𝑛2(2𝑛+ 1)2

)︂
−

−3𝜆2𝑐20
𝑛
√︀

2𝑛(2𝑛+ 1)𝑐0 −
𝜆

𝑛
2𝑛

√︂
2𝑛(2𝑛+ 1)𝑐0

3𝑛+ 1

(︂
6𝑛2𝑐0
3𝑛+ 1

)︂ 3
2

− (6𝑛+ 2)𝑐0 = 0

}︃
.

Thus, the following result holds.

Theorem 3. The unique limit cycle of the system (4) for all values of 𝜆 ̸= 0 on the phase
plane is located in the Poincaré–Bendixson annulus 𝐴(𝜆), whose inner and outer boundaries
are the ovals 𝐼𝜆 and 𝑂𝜆, respectively, for any positive 𝑐0.

The work was supported by the Belarusian Republican Foundation for Fundamental Re-
search (project F25KI-087) and the National Natural Science Foundation of China (Grant No.
W2421102).
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ON DARBOUX ADDITIONAL FIRST INTEGRALS
OF POLYNOMIAL HAMILTONIAN DIFFERENTIAL SYSTEMS

A.F. Pranevich, A.A. Grin, E.V. Musafirov

Consider a canonical Hamiltonian differential system with 𝑛 degrees of freedom

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

= 𝜕𝑝𝑖
𝐻(𝑞, 𝑝),

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

= − 𝜕𝑞𝑖
𝐻(𝑞, 𝑝), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1)

where 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) ∈ R𝑛 and 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ R𝑛 are the generalized coordinates and
momenta, respectively, 𝑡 ∈ R, and the Hamiltonian function 𝐻 : R2𝑛 → R is a polynomial of
degree ℎ > 2. In this paper, using the Darboux theory of integrability [1 – 4], we will study the
existence of additional real first integrals of the Hamiltonian differential system (1).

Let K be R or C. A polynomial (real or complex-valued) 𝑢 ∈ K[𝑞, 𝑝] ∖ K is a Darboux
polynomial (real or complex-valued) of the Hamiltonian system (1) if the Poisson bracket{︀

𝑢(𝑞, 𝑝), 𝐻(𝑞, 𝑝)
}︀

= 𝑢(𝑞, 𝑝)𝑈(𝑞, 𝑝) for all (𝑞, 𝑝) ∈ R2𝑛,
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where the polynomial 𝑈 such that deg𝑈 6 ℎ − 2. Moreover, the polynomial 𝑈 is called the
cofactor of the Darboux polynomial 𝑢 of the Hamiltonian system (1). For the convenience of
presenting material, by 𝑤 and 𝑀 (by w and M) we denote real (complex-valued) Darboux
polynomial 𝑢 and its cofactor 𝑈. The classical Darboux method of construction first integrals
for the real polynomial Hamiltonian system (1) can be formulated as the following statement.

The Darboux theorem. Suppose the real Hamiltonian system (1) has Darboux polynomi-
als 𝑢𝑙 ∈ K[𝑞, 𝑝] ∖K, 𝑙 = 1, . . . , 𝑠, such that on the phase space R2𝑛 the following identities hold{︀

𝑢𝑙(𝑞, 𝑝), 𝐻(𝑞, 𝑝)
}︀

= 𝑢𝑙(𝑞, 𝑝)𝑈𝑙(𝑞, 𝑝), 𝑙 = 1, . . . , 𝑠.

Then the scalar function

𝐹 (𝑞, 𝑝) =
𝑠∏︁

𝑙=1

𝑢
𝛾𝑙
𝑙 (𝑞, 𝑝) for all (𝑞, 𝑝) ∈ 𝐺 ⊂ R2𝑛, 𝛾𝑙 ∈ K,

𝑠∑︁
𝑙=1

|𝛾𝑙| ≠ 0,

is a first integral on the domain 𝐺 of the Hamiltonian system (1) if and only if the cofactors 𝑈𝑙

of the Darboux polynomials 𝑢𝑙 such that the identity holds
𝑠∑︀

𝑙=1

𝛾𝑙𝑈𝑙(𝑞, 𝑝) = 0 for all (𝑞, 𝑝) ∈ R2𝑛.

Notice that, by Darboux’s theorem, the first integral 𝐹 of the real Hamiltonian system (1)
can be both real and complex-valued (if one or more Darboux polynomials 𝑢𝑙 are complex-
valued). In this paper, we will focus our attention on building real additional first integrals of the
system (1) by real and complex-valued Darboux polynomials taking into account multiplicity.

A Darboux polynomial 𝑢 with cofactor 𝑈 of the Hamiltonian system (1) is said to be multiple

with multiplicity κ = 1+
𝜀∑︀

𝜉=1

𝑟
𝜉

if there exist natural numbers 𝑓𝜉 and polynomials 𝑉𝑓
𝜉
𝑔
𝜉
∈ K[𝑞, 𝑝],

𝑔𝜉 = 1, . . . , 𝑟𝜉, 𝜉 = 1, . . . , 𝜀, such that on 𝐺 ⊂ {(𝑞, 𝑝) : 𝑢(𝑞, 𝑝) ̸= 0} the identities hold{︃
𝑉
𝑓
𝜉
𝑔
𝜉

(𝑞, 𝑝)

𝑢
𝑓𝜉 (𝑞, 𝑝)

, 𝐻(𝑞, 𝑝)

}︃
= 𝑍

𝑓
𝜉
𝑔
𝜉

(𝑞, 𝑝), 𝑔𝜉 = 1, . . . , 𝑟𝜉, 𝜉 = 1, . . . , 𝜀,

where 𝑍𝑓
𝜉
𝑔
𝜉
∈ K[𝑞, 𝑝] have degrees at most ℎ− 2. For the convenience of presenting material, by

𝐾 and 𝑅 (by K and R) we denote real (complex-valued) polynomial 𝑉 and 𝑍.
Let us remark that, a similar point of view on multiplicity of Darboux polynomials for

polynomial differential systems was presented by J. Llibre and X. Zhang in the paper [5].
The generalized Darboux theorem. Suppose the real Hamiltonian system (1) has the

real Darboux polynomials 𝑤𝑙 ∈ R[𝑞, 𝑝]∖R with multiplicities κ𝑙 = 1+
𝜀𝑙∑︀

𝜉𝑙=1

𝑟𝜉𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑠, and

the complex-valued Darboux polynomials wl ∈ C[𝑞, 𝑝] ∖ C with multiplicities zl = 1 +
el∑︀

𝜁l=1

r𝜁l ,

l = 1, . . . , s. Then on a domain 𝐺0 ⊂ R2𝑛 the function

𝐹 (𝑞, 𝑝) =
𝑠∏︁

𝑙=1

𝑤
𝛾
𝑙

𝑙
(𝑞, 𝑝)

s∏︁
l=1

(︀
Re2w

l
(𝑞, 𝑝) + Im2w

l
(𝑞, 𝑝)

)︀𝜂l ·
· exp

(︃
𝑠∑︁

𝑙=1

𝜀
𝑙∑︁

𝜉
𝑙
=1

𝑟
𝜉
𝑙∑︁

𝑔
𝜉
𝑙
=1

𝛼
𝑙𝑓

𝜉
𝑙
𝑔
𝜉
𝑙

𝐾
𝑙𝑓

𝜉
𝑙
𝑔
𝜉
𝑙

(𝑞, 𝑝)
⧸︁
𝑤

𝑓𝜉
𝑙

𝑙 (𝑞, 𝑝) +
s∑︁

l=1

𝜏
l
arctan

Imw
l
(𝑞, 𝑝)

Rew
l
(𝑞, 𝑝)

+
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+
s∑︁

l=1

e
l∑︁

𝜁
l
=1

r
𝜁
l∑︁

g
𝜁
l
=1

(︂
𝜙
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

·Re

(︂
K

l f
𝜁
l
g
𝜁
l

(𝑞, 𝑝)
⧸︁
w

f𝜁
l

l (𝑞, 𝑝)

)︂
+𝜓

l f
𝜁
l
g
𝜁
l

· Im
(︂
K

l f
𝜁
l
g
𝜁
l

(𝑞, 𝑝)
⧸︁
w

f𝜁
l

l (𝑞, 𝑝)

)︂)︂)︃

is an additional real first integral of the Hamiltonian system (1) if and only if

𝑠∑︁
𝑙=1

𝛾𝑙𝑀𝑙(𝑞, 𝑝) +
𝑠∑︁

𝑙=1

𝜀
𝑙∑︁

𝜉
𝑙
=1

𝑟
𝜉
𝑙∑︁

𝑔
𝜉
𝑙
=1

𝛼
𝑙𝑓

𝜉
𝑙
𝑔
𝜉
𝑙

𝑅
𝑙𝑓

𝜉
𝑙
𝑔
𝜉
𝑙

(𝑞, 𝑝) + 2
s∑︁

l=1

𝜂
l
ReMl(𝑞, 𝑝) +

s∑︁
l=1

𝜏
l
ImMl(𝑞, 𝑝) +

+
s∑︁

l=1

e
l∑︁

𝜁
l
=1

r
𝜁
l∑︁

g
𝜁
l
=1

𝜙
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

ReR
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

(𝑞, 𝑝) +
s∑︁

l=1

e
l∑︁

𝜁
l
=1

r
𝜁
l∑︁

g
𝜁
l
=1

𝜓
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

ImR
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

(𝑞, 𝑝) = 0,

where real numbers 𝛾𝑙, 𝜂l, 𝜏l, 𝛽𝜈 , 𝛼𝑙𝑓
𝜉
𝑙
𝑔
𝜉
𝑙

, 𝜙
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

, and 𝜓
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

such that

𝑠∑︁
𝑙=1

|𝛾𝑙| +
s∑︁

l=1

(︀
|𝜂l| + |𝜏l|

)︀
+

𝑠∑︁
𝑙=1

𝜀
𝑙∑︁

𝜉
𝑙
=1

𝑟
𝜉
𝑙∑︁

𝑔
𝜉
𝑙
=1

⃒⃒⃒
𝛼
𝑙𝑓

𝜉
𝑙
𝑔
𝜉
𝑙

⃒⃒⃒
+

s∑︁
l=1

e
l∑︁

𝜁
l
=1

r
𝜁
l∑︁

g
𝜁
l
=1

(︂ ⃒⃒⃒
𝜙
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜓
l f
𝜁
l
g
𝜁
l

⃒⃒⃒ )︂
̸= 0.
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ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ
И УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ

ОЦЕНКА ПОКАЗАТЕЛЯ ЭКСПОНЕНТЫ 
ДЛЯ УСТОЙЧИВЫХ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА 

РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

И.А. Аксененко

Как известно [1], любое решение линейного разностного автономного уравнения может
быть представлено как линейная комбинация степенных функций, порождаемых корня-
ми соответствующего характеристического уравнения. Однако нетрудно заметить, что с
ростом порядка уравнения техническая сложность вычисления корней и коэффициентов
в представлении решения значительно возрастает. Поэтому полезно иметь оценку любого
такого решения, без обязательного определения всех корней характеристического уравне-
ния.

Пусть N – множество натуральных чисел, C – множество комплексных чисел. Рассмот-
рим разностное уравнение вида

𝑥(𝑛+ 1) − 𝑥(𝑛) +
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑥(𝑛− 𝑘) = 𝑓(𝑛), 𝑛 ∈ N, (1)

где 𝐾 ∈ N, 𝑎𝑘 ∈ R, 𝑓 : N → R. Не нарушая общности [2], считаем, что 𝑥(𝑚) = 0 при 𝑚 < 0;
начальные условия можно считать частью внешнего возмущения.

Определение 1[1]. Фундаментальным решением уравнения (1) называется функция
𝑋 : N → R, удовлетворяющая для всех 𝑛 ∈ N уравнению

𝑋(𝑛+ 1) −𝑋(𝑛) +
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑋(𝑛− 𝑘) = 0, (2)

дополненному начальными условиями 𝑋(0) = 1, 𝑋(𝑚) = 0,𝑚 < 0.
Любое решение уравнения (1) может быть представлено в виде [1]:

𝑥(𝑛) = 𝑋(𝑛)𝑥(0) +
𝑛−1∑︁
𝑚=0

𝑋(𝑛−𝑚− 1)𝑓(𝑚), 𝑛 ∈ N.

Из этого представления следует, что фундаментальное решение определяет любое ре-
шение уравнения (1).

Поставим последовательности {𝑋(𝑛)}∞𝑛=1 в соответствие производящую функцию [3]

𝐺(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑋(𝑛)𝑧𝑛, 𝑧 ∈ C, (3)

которая играет важную роль в исследовании различных асимптотических свойств урав-
нения (2).
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Теорема 1. Функция 𝐺(𝑧) представима в виде:

𝐺(𝑧) =
1 − 𝑔(𝑧)

𝑔(𝑧)
, где 𝑔(𝑧) = 1 − 𝑧 +

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑧
𝑘+1.

Обозначим 𝑧𝑗, 𝑗 = 1, 𝐾, корни функции 𝑔(𝑧), занумеровав их в порядке не возрастания
модулей 0 < |𝑧1| ≤ |𝑧2| ≤ ... ≤ |𝑧𝐾 |.

Заметим, что ряд (3) сходится внутри круга {𝑧 ∈ C : |𝑧| < |𝑧1|}, радиус которого
отличен от нуля.

Теорема 2. Фундаментальное решение 𝑋(𝑛) представимо в виде:

𝑋(𝑛) =
𝑚∑︁
𝑗=1

Res𝑧=𝑧𝑗

1 − 𝑔(𝑧)

𝑔(𝑧)𝑧𝑛+1
, 𝑛 ∈ N, (4)

где 𝑧𝑗 – корни функции 𝑔(𝑧), а 𝑚 – количество этих корней без учета кратности.
Если все 𝑎𝑘 ≥ 0, то, как установлено в [2], 𝑋(𝑛) > 0, если и только если 𝑔(𝑧) имеет ве-

щественные положительные корни. Обозначим наименьший положительный корень через
𝑤. Именно этот корень определяет асимптотику фундаментального решения.

Определение 2. Назовем уравнение (1) экспоненциально устойчивым, если при неко-
торых 𝐶, 𝛾 > 0 для фундаментального решения справедлива оценка |𝑋(𝑛)| ≤ 𝐶𝑒−𝛾𝑛, 𝑛 ∈ N.

Заметим, что в силу автономности уравнения (1), асимптотическая устойчивость для
него совпадает с экспоненциальной.

Теорема 3. Пусть 𝑎𝑘 ≥ 0 при всех 𝑘 = 1, 𝐾 и при некотором 𝑤 > 0 выполнены
условия 𝑔(𝑤) = 0, 𝑔′(𝑤) < 0. Уравнение (1) экспоненциально устойчиво тогда и только
тогда, когда 𝑤 > 1.

Теорема 4. Пусть 𝑎𝑘 ≥ 0 при всех 𝑘 = 1, 𝐾. Если при некотором 𝑤 > 1 выполне-
ны условия 𝑔(𝑤) = 0, 𝑔′(𝑤) < 0, то для фундаментального решения 𝑋(𝑛) справедлива
двусторонняя оценка

𝑤−𝑛 ≤ 𝑋(𝑛) ≤ − 1

𝑤𝑔′(𝑤)
𝑤−𝑛, 𝑛 ∈ N. (5)

Замечание. Оценка (5) является неулучшаемой, так как𝑋(0) = 1, lim
𝑛→∞

𝑋(𝑛)𝑤𝑛 = − 1
𝑤𝑔′(𝑤)

.
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РЕШЕНИЕ СПЕЦИАЛЬНЫХ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ 
В КЛАССЕ ДИСКРЕТНЫХ УПРАВЛЯЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ

В.В. Альсевич, Н.Ф. Витковский, Т.А. Корчаковский

В данном сообщении приведены основные результаты для двух задач управления в
классе дискретных управляющих воздействий с терминальными функционалами, зави-
сящими от промежуточных состояний системы. Одна из задач является минимаксной,
вторая – линейной, для которой построен оптимальный регулятор.
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Рассмотрим первую задачу: минимизировать функционал

𝐽(𝑢) = max
𝑖∈𝐼

𝜙𝑖(𝑥(𝜏1), ..., 𝑥(𝜏𝑘)) (1)

на траекториях системы

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 𝑡*], 𝑥(0) = 𝑥0, (2)

при условии на управление
𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇. (3)

Здесь: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑟, 0 < 𝜏1 < ... < 𝜏𝑘 = 𝑡*, 𝐼 = {1, ...,𝑚}, 𝑈 – заданное множество.
Задача (1)–(3) рассматривается как в классе кусочно-непрерывных, так и в классе

дискретных управлений. Кроме того, результаты, полученные для обыкновенных систем,
затем перенесены на системы с запаздыванием по состоянию.

Напомним [1], управляющее воздействие 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , называется дискретным (с перио-
дом квантования ℎ > 0), если

𝑢(𝜏) = 𝑢(𝑡), 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡+ ℎ[, 𝑡 ∈ 𝑇ℎ = {0, ℎ, 2ℎ, ..., 𝑡* − ℎ},

где ℎ = 𝑡*/𝑁 , 𝑁– натуральное число.
Дискретные управляющие воздействия отличаются от кусочно-постоянных тем, что их

точками разрыва могут быть только моменты множества 𝑇ℎ. Дискретные управляющие
воздействия естественны с прикладной точки зрения, поскольку при решении нетривиаль-
ных задач неизбежно использование вычислительных устройств дискретного действия.

В классе дискретных управлений функция 𝑓(𝑥, 𝑢) рассматривается в следующем виде:

𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑓0(𝑥) +𝐵(𝑥)𝑢, (4)

а множество управлений 𝑈 выпукло.
Следует отметить, что до настоящего времени для различных критериев качества и си-

стем управления, как обыкновенных, так и с запаздыванием, в классе дискретных управ-
лений получены условия оптимальности в виде квазимаксимума для систем с произволь-
ной функцией 𝑓(𝑥, 𝑢) и дискретного принципа максимума с функцией вида (4) (см., напр.,
[1-4]). Однако в указанных работах исследовались гладкие задачи управления. В предлага-
емом сообщении приводится дискретный принцип максимума для минимаксного критерия
качества (1), причем этот критерий зависит от промежуточных состояний. В приведенной
постановке задача рассматривается впервые.

Приведем лишь один из основных результатов для задачи (1)–(4).
Пусть 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , – оптимальные управление и траектория системы (2), (4).

Обозначим 𝑦𝑠 = 𝑥(𝜏𝑠), 𝑠 = 1, 𝑘, 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘), 𝐼0 = {𝑖 ∈ 𝐼 : 𝜙𝑖(𝑦) = max
𝑗∈𝐼

𝜙𝑗(𝑦)}.
Будем предполагать, что функции 𝑓0(𝑥), 𝐵(𝑥), 𝜙(𝑦) непрерывно дифференцируемы по

𝑥, 𝑦 соответственно. Пусть 𝐻(𝑥, 𝜓(𝑖), 𝑢) = 𝜓′
(𝑖)𝑓(𝑥, 𝑢), 𝜓(𝑖)(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑖 ∈ 𝐼0, – решения

сопряженной системы

𝜓̇(𝑖) = −
𝜕𝐻(𝑥(𝑡), 𝜓(𝑖), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥
, 𝑡 ∈ 𝑇, (5)

с граничными условиями

𝜓(𝑖)(𝑡
*) = −𝜕𝜙𝑖(𝑦)

𝜕𝑦𝑘
(6)
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и скачками
𝜓(𝑖)(𝜏𝑠 − 0) = 𝜓(𝑖)(𝜏𝑠 + 0) − 𝜕𝜙𝑖(𝑦)

𝜕𝑦𝑠
, 𝑠 = 1, 𝑘 − 1. (7)

Справедливо следующее утверждение.
Теорема. Каждое оптимальное в задаче (1)–(4) управление 𝑢(𝑡), вместе с соответ-

ствующими решениями 𝑥(𝑡) системы (2), (4) и 𝜓(𝑖)(𝑡), 𝑖 ∈ 𝐼0, системы (5)–(7) при всех
𝜏 ∈ 𝑇ℎ удовлетворяют условию

min
𝑖∈𝐼0

(︂∫︁ 𝜏+ℎ

𝜏

𝜓′
(𝑖)(𝑡)𝐵(𝑥(𝑡))𝑑𝑡

)︂
𝑢(𝜏) = max

𝑢∈𝑈
min
𝑖∈𝐼0

(︂∫︁ 𝜏+ℎ

𝜏

𝜓′
(𝑖)(𝑡)𝐵(𝑥(𝑡))𝑑𝑡

)︂
𝑢.

Вторая задача рассматривается в классе дискретных управлений и для обыкновенных
систем имеет вид:

𝐽(𝑢) =
𝑘∑︁

𝑖=1

(𝑐𝑖′𝑥(𝜏𝑖)) → max,

𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 𝑡*], 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑥(𝑡*) ∈ 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝐻𝑥 = 𝑔},
𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 = {𝑢 ∈ 𝑅𝑟 : 𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑟}.

Здесь 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑟, 𝐻 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝑚 < 𝑛, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐻 = 𝑚, 0 < 𝜏1 < ... < 𝜏𝑘 = 𝑡*.
Для приведенной задачи доказаны условия оптимальности в виде дискретного принци-

па максимума. В классе дискретных управлений задача оптимального управления сведена
к задаче линейного программирования и построен оптимальный регулятор. Кроме того,
подобные результаты получены и для систем с запаздыванием.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА

А.И. Астровский, В.В. Горячкин, М.П. Дымков

Рассмотрим систему линейных нестационарных дискретных неоднородных уравнений
Вольтерра с управлением
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𝑥(𝑡+ 1) =
𝑡∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗(𝑡)𝑥(𝑡− 𝑗) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (𝑡 = 0, 1, . . .), 𝑥(0) = 𝜈. (1)

Здесь 𝐴𝑗(𝑡) и 𝐵(𝑡) заданные соответственно (𝑛 × 𝑛) и (𝑛 × 𝑚) — вещественные мат-
рицы; {𝑥(𝑡), 𝑡 ≥ 0} — неизвестная последовательность со значениями в R𝑛; 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 —
управляющее воздействие в момент 𝑡. В качестве допустимых управлений будем выбирать
функции, построенные по принципу обратной связи

𝑢(𝑡) =
𝑡∑︁

𝑗=0

𝐶𝑗(𝑡)𝑥(𝑡− 𝑗), (𝑡 = 0, 1, . . .), (2)

где матричные функции 𝐶𝑗(𝑡) ∈ R𝑚×𝑛. Задача о стабилизации заключается в нахождении
таких матриц 𝐶𝑗(𝑡), что нулевое решение 𝑥(𝑡) ≡ 0 системы

𝑥(𝑡+ 1) =
𝑡∑︁

𝑗=0

(︀
𝐴𝑗(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐶𝑗(𝑡)

)︀
𝑥(𝑡− 𝑗), (𝑡 = 0, 1, . . .) (3)

асимптотически устойчиво.
Введем в рассмотрение (𝑛 × 𝑛)-матрицы 𝑃𝑗(𝑡), (𝑡 = 0, 1, . . . ; 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑡) по рекур-

рентным соотношениям

𝑃𝑗(𝑡) =
𝑡−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝐴𝑖(𝑡− 1) +𝐵(𝑡− 1)𝐶𝑖(𝑡− 1)

)︀
𝑃𝑗(𝑡− 𝑖− 1), (𝑡 = 1, 2, . . . ; 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑡),

𝑃𝑗(𝑗) = 𝐸, 𝑃𝑗(𝑖) = 0, (𝑗 > 𝑖).

Из [1] следует, что решение 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝜈), (𝑡 ≥ 0) задачи (3) с начальным условием
𝑥(0) = 𝜈 ∈ R𝑛 определяется по формуле Коши 𝑥(𝑡, 𝜈) = 𝑃0(𝑡)𝜈.

Теорема 1. [1] Система (1) стабилизируема регулятором (2) тогда и только тогда,
когда 𝑃0(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞.

Теорема 1 имеет в основном теоретическое значение, так как нахождение искомых мат-
риц 𝐶𝑗(𝑡) исходя из критерия стабилизируемости весьма проблематично. Приведем прием-
лемые для инженерной практики достаточные условия стабилизируемости, и предложим
численную процедуру построения искомых матриц 𝐶𝑗(𝑡).

Теорема 2. Система (1) стабилизируема регулятором (2), если для некоторых неот-
рицательных чисел 𝑙𝑗, удовлетворяющим условию 𝑙 =

∑︀∞
𝑗=0 𝑙𝑗 < 1, существуют такие

матрицы 𝐶𝑗(𝑡) , подчиняющиеся неравенствам

‖(𝐴𝑗(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐶𝑗(𝑡)‖ ≤ 𝑙𝑗, (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑡). (4)

Ясно, что матрицы 𝐶𝑗(𝑡) необходимо выбирать так, чтобы сумма ряда 𝑙 =
∑︀∞

𝑗=0 𝑙𝑗 < 1
была минимальна, а для чисел 𝑙𝑗 должны выполняться неравенства (4), и они должны
быть минимальны.

Простейший способ численного решения заключается в минимизации функций

Φ𝑗(𝐶𝑗(𝑡)) = ‖(𝐴𝑗(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐶𝑗(𝑡)‖.
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Воспользуемся экстремальным свойством псевдообратной матрицы [2]. Тогда имеет место
представление с евклидовой нормой

min
𝐶(𝑡)

Φ𝑗(𝐶𝑗(𝑡)) = min
𝐶(𝑡)

‖(𝐴𝑗(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐶𝑗(𝑡)‖𝐸 = ‖(𝐴𝑗(𝑡) −𝐵(𝑡)𝐵+(𝑡)𝐴𝑗(𝑡)‖𝐸.

Отсюда получаем явное представление искомых матриц

𝐶𝑗(𝑡) = −𝐵+(𝑡)𝐴𝑗(𝑡), (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑡). (5)

Если требование 𝑙 =
∑︀∞

𝑗=0 𝑙𝑗 < 1 выполняется, то система (1) регулятором (2) с искомы-
ми матрицами (5) стабилизируема. В частном случае, когда матрица 𝐵(𝑡) полного строч-
ного ранга, то матрица 𝐸 − 𝐵(𝑡)𝐵+(𝑡) ≡ 0 и требования теоремы 2 выполнены, а значит
система (1) замкнутая регулятором (2) с матрицами 𝐶𝑗(𝑡) = −𝐵+(𝑡)𝐴𝑗(𝑡), (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑡)
стабилизируема, каковы бы не были заданы матрицы 𝐴𝑗(𝑡).

Приведем пример стабилизации неустойчивой системы уравнений Вольтерра. Для 𝑛 = 2,
𝑚 = 1 зададим следующие матрицы системы (1)

𝐵(𝑡) =

(︂
0

𝑡+ 1

)︂
, 𝐴𝑗(𝑡) =

(︂
10−𝑗−1 0

exp(𝑡+ 𝑗) (𝑡+ 𝑗)2

)︂
. (6)

Легко проверить, что однородная часть системы (1) при 𝑢(𝑡) ≡ 0 асимптотически
неустойчива. Псевдообратная𝐵+(𝑡) матрицы𝐵(𝑡) имеет представление𝐵+(𝑡) =

(︀
0 (𝑡+ 1)−1

)︀
.

Управление задаётся правилом (2) с матрицами

𝐶𝑗(𝑡) = −𝐵+(𝑡)𝐴𝑗(𝑡) = −
(︀
(𝑡+ 1)−1 exp(𝑡+ 𝑗), (𝑡+ 1)−1(𝑡+ 𝑗)2

)︀
. (7)

Отсюда матрицы системы (1), замкнутой регулятором (2) с матрицами (7) имеют вид

𝐴𝑗(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐶𝑗(𝑡) =

(︂
10−𝑗−1 0

0 0

)︂
.

Поскольку 𝑙 =
∑︀∞

𝑗=0 𝑙𝑗 =
∑︀∞

𝑗=0 10−𝑗−1 = 9−1 < 1, то, в силу достаточных условий теоремы
2, управление (3), с матрицами (7), стабилизирует систему (1).
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О ЗАДАЧАХ НАБЛЮДАЕМОСТИ 
ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ СИСТЕМ

А.И. Астровский, О.Б. Цехан

Рассматривается линейная нестационарная сингулярно возмущенная система (СВС)
обыкновенных дифференциальных уравнений
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𝑧̇(𝑡) = 𝐴(𝑡, 𝜇)𝑧(𝑡),
𝑣(𝑡) = 𝑐(𝑡)𝑧(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1],

(1)

𝐴(𝑡, 𝜇) = diag{𝐸𝑛1 ,
1

𝜇
𝐸𝑛2}·𝐴(𝑡), 𝐴(𝑡) =

(︂
𝐴1(𝑡) 𝐴2(𝑡)
𝐴3(𝑡) 𝐴4(𝑡)

)︂
, 𝑐(𝑡) =

(︀
𝑐1(𝑡), 𝑐2(𝑡)

)︀
, 𝑧(𝑡) =

(︂
𝑥(𝑡)
𝑦(𝑡)

)︂
.

Здесь 𝑥(𝑡) — 𝑛1-вектор медленных переменных, 𝑦(𝑡) — 𝑛2-вектор быстрых переменных,
𝑣(𝑡) — скалярная выходная функция системы, 𝐴𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 4, 𝑐𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2 — заданные
непрерывные на 𝑇 матричные функции соответствующих размеров. Отметим, что в си-
стеме (1) параметр 𝜇 считается неизвестным и принимает значения из промежутка (0, 𝜇0],
𝜇0 ≪ 1. Если малый параметр 𝜇 принимает всевозможные значения из интервала (0, 𝜇0],
то получаем 𝜇-параметрическое семейство систем {𝐴, 𝑐}𝜇0 .

Различные аспекты наблюдаемости СВС исследовались в [1–5] (см. также ссылки в
обзорах [6,7]), однако строгая классификация постановок задач наблюдаемости в зависи-
мости от информации о малом параметре и общие условия разрешимости этих задач до сих
пор не были сформулированы. В настоящей работе предложен систематический подход к
исследованию наблюдаемости нестационарных СВС, позволяющий различать постановки
задач в зависимости от информации о малом параметре и целей наблюдения, и получать
конструктивные условия разрешимости этих задач.

Методы исследования СВС в зависимости от роли малого параметра 𝜇 можно услов-
но разделить на два класса. К первому классу относят методы исследование СВС как
систем с параметром (метод пространства состояний). В таких методах не используется
предельный переход при 𝜇→ 0. Ко второму классу причисляют асимптотические методы,
основанные на разложениях по малому параметру.

Можно рассматривать различные постановки задач наблюдаемости для СВС в зави-
симости от информации о малом параметре 𝜇: A) параметр 𝜇 > 0 известен, но мал 𝜇≪ 1;
B) параметр 𝜇 > 0 неизвестен, но известна его интервальная оценка 𝑎) 𝜇 ∈ [𝜇*, 𝜇

*], 𝜇* > 0,
𝜇* ≪ 1; 𝑏) 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], 𝜇0 ≪ 1. При исследовании задач наблюдаемости в случае A)
можно использовать следующий подход: при каждом фиксированном значении малого
параметра 𝜇 применять условия наблюдаемости и методы восстановления состояний, раз-
работанные для систем без параметра. Однако такой подход приводит к анализу систем
большой размерности, возникают значительные вычислительные трудности, связанные,
например, с обращением плохо обусловленных матриц. Кроме того, при таком подходе
результаты зависят от величины параметра 𝜇, т.е. не являются робастными по параметру.
Вместе с тем при изучении динамических систем важно сохранение свойств параметриче-
ского семейства систем при изменениях параметров. Наличие тех или иных структурных
свойств СВС управления при всех достаточно малых значениях параметра обеспечивает
возможность асимптотического (по малому параметру) решения соответствующих задач
управления и наблюдения СВС [8,9]. В прикладных задачах значения малого парамет-
ра 𝜇, вообще говоря, не известны точно. Поэтому возникают задачи исследования СВС
и получения условий наличия различных ее свойств, справедливых для всех достаточно
малых значений параметра 𝜇. Такой подход характерен при исследовании СВС в рамках
теории сингулярных возмущений [6].

Для СВС при неизвестном значении параметра 𝜇 можно рассматривать следующие
постановки задач наблюдаемости: найти условия, при выполнении которых можно од-
нозначно восстановить 1) неизвестное состояние системы и идентифицировать значение
параметра 𝜇; 2) неизвестное состояние системы как функцию от неизвестного парамет-
ра 𝜇; 3) неизвестное состояние системы независимо от параметра 𝜇. Для решения задач
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типа 2) и 3), где параметр 𝜇 неизвестен, естественным является подход к анализу СВС
как систем, функционирующих в условиях неопределенности [10,11]. Заметим, что для
систем в условиях неопределенности инъективность отображения «состояния → выход»
понимается неоднозначно [10] и может порождать различные понятия наблюдаемости.

Для решения задач 2) и 3) в работе используется теоретико-множественный подход
к наблюдаемости в условиях неопределенности [10]. Приведено теоретико-множественное
описание структур, связанных с проблемами наблюдаемости сингулярно возмущенных си-
стем, установлены связи между различными понятиями наблюдаемости и указаны особен-
ности задач наблюдаемости для нестационарных сингулярно возмущенных систем. Дока-
заны достаточные условия различных типов наблюдаемости нестационарных сингулярно
возмущенных систем.
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О ПОСТРОЕНИИ МНОЖЕСТВА УПРАВЛЯЕМОСТИ
ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ТОЧКИ
ПРИ НАЛИЧИИ ФАЗОВОГО ОГРАНИЧЕНИЯ

М.Н. Гончарова

Рассмотрим управляемый объект, поведение которого описывается системой диффе-
ренциальных уравнений второго порядка
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{︂
𝑥̇1 = 𝑥2,
𝑥̇2 = 𝑣,

(1)

где управление 𝑣 является кусочно-непрерывной функцией, принимающей значения из от-
резка [−1; 1], с фазовым ограничением 𝑥(𝑡) ∈ 𝑋, где множество 𝑋 определяется условием
𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑅2|𝑥2 ≤ 𝑎𝑥1 + 𝑏, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0}.

Обозначим через 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝛿, {𝑥0}, 𝑝1, 𝑝2, 𝑋) множество управляемости объекта (1) в мно-
жество, состоящее из одной точки 𝑥0 = (𝑥01;𝑥

0
2) ∈ 𝑋 на отрезке времени [𝑡; 𝑡+ 𝛿] при усло-

вии, что управление принимает значения из отрезка [𝑝1; 𝑝2] и при всех моментах времени
из отрезка [𝑡; 𝑡+ 𝛿] соответствующая траектория принадлежит множеству 𝑋. Исследуется
задача принадлежности множества 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝛿, {𝑥0},−1, 1, 𝑅2) множеству 𝑋.

В работе [1] показано, что множество управляемости 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝜏, {𝑂},−1, 1, 𝑅2) в начало
координат 𝑂 есть множество, ограниченное параболами

𝑥1 =
𝜏 2

2
+

1

4
(𝑥2 − 𝜏)2, (2)

𝑥1 =
𝜏 2

2
− 1

4
(𝑥2 + 𝜏)2. (3)

Отметим, что если 𝜏 ≤ 𝜏 =
√
1+2𝑎𝑏−1

𝑎
, то множество 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝜏, {𝑂},−1, 1, 𝑅2) полностью

принадлежит множеству 𝑋. При этом точка (− 𝜏2

2
; 𝜏) принадлежит границе множества 𝑋.

Обозначим через 𝑀1 часть линии (2) при 𝑥2 ∈ [−𝜏 ; 𝜏 ], через 𝑀2 — часть линии (3) при
𝑥2 ∈ [−𝜏 ; 𝜏 ].

Теорема 1. Пусть точка 𝑥0 = (𝑥01;𝑥
0
2) ∈𝑀1. Определим величину

𝜃 =
−2𝑎𝑥02 − 2 +

√︀
4(𝑎𝑥02 + 1)2 − 2𝑎(−𝑎𝑥022 + 2𝑎𝜏𝑥02 + 4𝑥02 − 𝑎𝜏 2 − 4𝜏)

2𝑎
.

Тогда при 𝜃 ∈ [0; 𝜃] множество 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝜃, {𝑥0},−1, 1, 𝑅2) содержится в множестве 𝑋.
Теорема 2. Пусть точка 𝑥0 = (𝑥01;𝑥

0
2) ∈𝑀2. Определим величину

𝜃 =
−2𝑎𝑥02 − 2 +

√︀
4(𝑎𝑥02 + 1)2 − 2𝑎(𝑎𝑥0

2

2 + 2𝑎𝜏𝑥02 + 4𝑥02 − 3𝑎𝜏 2 − 4𝜏)

2𝑎
.

Тогда при 𝜃 ∈ [0; 𝜃] множество 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝜃, {𝑥0},−1, 1, 𝑅2) содержится в множестве 𝑋.
Теорема 3. Пусть 𝑎𝑏 ≤ 3

2
, 𝑥0 ∈𝑀1,

𝜃1 = 𝜏 − 1

𝑎
+

√
3𝑎2𝜏 2 + 2𝑎𝜏 + 1

𝑎
, (4)

𝑝1 =
−𝑎

2
𝑥0

2

2 + 𝑎𝜏𝑥02 − 𝑎
2
𝜏 2 + 2𝑎𝜃𝑥02 + 2𝑥02 − 2𝜏

2𝜃 + 𝑎𝜃2
, (5)

𝑥̂2 =
𝑎𝜏 + 2𝑎𝜃 + 2 −

√
2𝑎2𝜃2 + 4𝑎2𝜏𝜃 + 2𝑎𝜃 + 4

𝑎
.

Тогда при 0 < 𝜃 ≤ 𝜃1, −𝜏 ≤ 𝑥02 ≤ 𝑥̂2 множество 𝑌 (𝑡, 𝑡 + 𝜃, {𝑥0},−1, 1, 𝑅2) содержится в
множестве 𝑋, при 0 < 𝜃 ≤ 𝜃1, 𝑥02 > 𝑥̂2 множество 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝜃, {𝑥0}, 𝑝1, 1, 𝑅2) содержится
в множестве 𝑋.
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Теорема 4. Пусть 𝑎𝑏 ≤ 3
2
, 𝑥0 ∈𝑀1. Тогда при 𝜃 > 𝜃1 множество 𝑌 (𝑡, 𝑡+𝜃, {𝑥0}, 𝑝1, 1, 𝑅2)

содержится в множестве 𝑋 при 𝑝1 определяемом по формуле (5).
Теорема 5. Пусть 𝑎𝑏 ≤ 3

2
, 𝑥0 ∈𝑀2,

𝑝1 =
𝑎
2
𝑥0

2

2 + 𝑎𝜏𝑥02 + 𝑎
2
𝜏 2 + 2𝑎𝜃𝑥02 + 2𝑥02 − 2𝜏

2𝜃 + 𝑎𝜃2
, (6)

𝑥̃2 =
−𝑎𝜏 − 2𝑎𝜃 − 2 +

√
2𝑎2𝜃2 + 4𝑎2𝜏𝜃 + 4𝑎𝜃 + 4 + 4𝑎2𝜏 2 + 8𝑎𝜏

𝑎
.

Тогда при 0 < 𝜃 ≤ 𝜃1, −𝜏 ≤ 𝑥02 ≤ 𝑥̃2 множество 𝑌 (𝑡, 𝑡 + 𝜃, {𝑥0},−1, 1, 𝑅2) содержится в
множестве 𝑋, при 0 < 𝜃 ≤ 𝜃1, 𝑥02 > 𝑥̃2 множество 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝜃, {𝑥0}, 𝑝1, 1, 𝑅2) содержится
в множестве 𝑋.

Теорема 6. Пусть 𝑎𝑏 ≤ 3
2
, 𝑥0 ∈𝑀2. Тогда при 𝜃 > 𝜃1 множество 𝑌 (𝑡, 𝑡+𝜃, {𝑥0}, 𝑝1, 1, 𝑅2)

содержится в множестве 𝑋 при 𝑝1 определяемом по формуле (6).
Результаты, сформулированные в теоремах 1– 6, могут быть использованы для постро-

ения множества управляемости 𝑌 (𝑡, 𝑡+ 𝜃, {𝑂},−1, 1, 𝑋) в начало координат при наличии
фазового ограничения.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ КЛАССИФИКАЦИИ К ПОСТРОЕНИЮ 
СУБОПТИМАЛЬНЫХ ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ В ЗАДАЧЕ 

МИНИМИЗАЦИИ ПОЛНОГО ИМПУЛЬСА УПРАВЛЕНИЯ 
ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ С ВОЗМУЩЕНИЕМ

М.А. Готовец, Н.М. Дмитрук

Исследуется задача оптимального гарантированного управления линейной стационар-
ной системой с возмущением:

min
𝑢

∫︁ 𝑡𝑓

0

|𝑢(𝑡)| 𝑑𝑡, 𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢+ 𝑑𝑤, 𝑥(0) = 𝑥0, |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓 ],

𝑥(𝑡𝑓 ) ∈ 𝑋𝑓 ∀𝑤(·) ∈ W.

(1)

Здесь 𝑥 = 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢 = 𝑢(𝑡) ∈ R, 𝑤 = 𝑤(𝑡) ∈ R — состояние, управление и возмущение в
момент времени 𝑡; 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑏, 𝑑 ∈ R𝑛; 𝑋𝑓 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐻𝑥 ≤ 𝑔} — заданное терминальное
множество (𝐻 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑔 ∈ R𝑚). Управления выбираются из класса дискретных управ-
лений [1]: 𝑢(𝑡) ≡ 𝑢(𝑠), 𝑡 ∈ [𝑠, 𝑠 + ℎ[, 𝑠 ∈ 𝑇ℎ = {0, ℎ, . . . , 𝑡𝑓 − ℎ}, где ℎ = 𝑡𝑓/𝑁 — период
квантования времени,𝑁 ∈ N,𝑁 > 1. Неизвестные возмущения реализуются в виде ограни-
ченных кусочно-непрерывных функций из множества W = {𝑤(·) : |𝑤(𝑡)| ≤ 𝑤*, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓 ]}.

В задаче (1) требуется перевести к моменту времени 𝑡𝑓 состояние системы управле-
ния на терминальное множество 𝑋𝑓 с гарантией, т.е. при всех возможных реализациях
возмущения 𝑤(·) ∈ W, расходуя при этом минимальный полный импульс управления.
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Понятия допустимого гарантирующего управления (гарантирующей программы) и оп-
тимальной гарантирующей программы 𝑢0(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓 ], для задачи (1) вводятся стандарт-
но [2]. Оптимальную обратную связь для задачи (1) будем определять в предположении,
что состояния рассматриваемого объекта доступны для измерения в дискретные моменты
𝜏 ∈ 𝑇ℎ. В соответствии с этим погрузим задачу (1) в семейство задач

min
𝑢

∫︁ 𝑡𝑓

𝜏

|𝑢(𝑡)| 𝑑𝑡, 𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢+ 𝑑𝑤, 𝑥(𝜏) = 𝑥𝜏 , |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑡𝑓 ],

𝑥(𝑡𝑓 ) ∈ 𝑋𝑓 ∀𝑤(·) ∈ W(𝜏),

(2)

зависящее от позиции (𝜏, 𝑥𝜏 ), где 𝜏 ∈ 𝑇ℎ и 𝑥𝜏 ∈ R𝑛. Здесь W(𝜏) = {𝑤(·) : |𝑤(𝑡)| ≤ 𝑤*,
𝑡 ∈ [𝜏, 𝑡𝑓 ]} — множество возможных возмущений на промежутке [𝜏, 𝑡𝑓 ].

Пусть 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥𝜏 ), 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑡𝑓 ], — оптимальная гарантирующая программа задачи (2) для
позиции (𝜏, 𝑥𝜏 ); 𝑋𝜏 — множество векторов 𝑥𝜏 ∈ R𝑛, для которых в момент 𝜏 существует
оптимальная программа.

Оптимальной размыкаемой обратной связью по состоянию называется [2] функция
𝑢0(𝜏, 𝑥) = 𝑢0(𝜏 |𝜏, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇ℎ.

Применяя результаты работы [3], установим, что в задаче оптимального управления (1)
оптимальная обратная связь 𝑢0(𝜏, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋𝜏 , 𝜏 ∈ 𝑇ℎ, является нестационарной кусочно-
аффинной:

𝑢0(𝜏, 𝑥) = (𝑘𝑙𝜏 )′𝑥+ 𝑎𝑙𝜏 , 𝑥 ∈ 𝐾 𝑙
𝜏 = {𝑥 ∈ 𝑋𝜏 : 𝐻 𝑙

𝜏𝑥 ≤ 𝑔𝑙𝜏}, 𝑙 = 1, 𝐿𝜏 , (3)

где 𝑘𝑙𝜏 ∈ R𝑛, 𝑎𝑙𝜏 ∈ R — параметры обратной связи, 𝐾 𝑙
𝜏 , 𝑙 ∈ 𝐿𝜏 , — критические области,

представляющие собой выпуклые многогранники, 𝐻 𝑙
𝜏 ∈ R𝑚𝑙

𝜏×𝑛, 𝑔𝑙𝜏 ∈ R𝑚𝑙
𝜏 .

Построение оптимальной обратной связи в явном виде зачастую сопряжено с огромны-
ми вычислительными затратами. Например, обратная связь в виде (3) для систем управ-
ления небольшой размерности (𝑛 ≤ 3) может быть получена с применением результатов
многопараметрического линейного программирования. С другой стороны, в [1, 2] пред-
ложен подход, получивший название управления в режиме реального времени, который
предполагает вычислений значений оптимальной обратной связи по решению задачи (2)
вдоль реализующейся в процессе управления траектории системы. Очевидно, что в управ-
лении в реальном времени всегда присутствует задержка реализации обратной связи, что
нежелательно для систем с быстро меняющейся динамикой.

В связи с вышесказанным, актуальными являются исследования, позволяющие вос-
станавливать структуру обратной связи и предсказывать ее значения на основе данных,
полученных при симуляциях процесса управления в реальном времени, как в [1, 2]. В на-
стоящем докладе предлагается строить субоптимальную размыкаемую обратную связь со
структурой (3), используя методы классификации данных [4].

Схема построения субоптимальной обратной связи состоит из трех этапов.
1. Формирование обучающих выборок. Для каждого 𝜏 ∈ 𝑇ℎ генерируется набор точек

𝑥𝑖𝜏 ∈ 𝑋𝜏 , 𝑖 = 1,𝑀𝜏 , для каждой из которых решается задача (2). Точки 𝑥𝑖𝜏 , 𝑥
𝑗
𝜏 относятся к

одной критической области, если оптимальные программы 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥𝑖𝜏 ), 𝑢0(𝑡|𝜏, 𝑥𝑗𝜏 ), 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑡𝑓 ],
имеют одинаковую структуру [3]. Таким точкам присваивается одинаковая метка 𝑦𝑖𝜏 . Бу-
дем считать, что после решения задач (2) для всех точек 𝑥𝑖𝜏 , 𝑖 = 1,𝑀𝜏 , метки пронумеро-
ваны от 1 до 𝐿𝜏 , т.е. 𝑦𝑖𝜏 ∈ {1, . . . , 𝐿𝜏}. Попутно будем также запоминать первое значение
оптимальной программы: 𝑢𝑖𝜏 := 𝑢0(𝜏 |𝜏, 𝑥𝑖𝜏 ). Таким образом, будут построены обучающие
выборки {𝑥𝑖𝜏 , 𝑦𝑖𝜏}𝑀𝜏

𝑖=1 и {𝑥𝑖𝜏 , 𝑢𝑖𝜏}𝑀𝜏
𝑖=1.
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2. Классификация и аппроксимация критических областей. Для разделения критиче-
ских областей 𝐾 𝑙

𝜏 к выборке {𝑥𝑖𝜏 , 𝑦𝑖𝜏}𝑀𝜏
𝑖=1 применяется метод опорных векторов (SVM) [3].

В частности, для каждого момента времени 𝜏 ∈ 𝑇ℎ строится мультиклассовый классифи-
катор. Поскольку критические области являются выпуклыми многогранниками, резуль-
татом такой классификации будет набор гиперплоскостей, строго отделяющих соседние
классы, что позволит получить аппроксимирующие многогранники для 𝐾 𝑙

𝜏 , 𝑙 = 1, 𝐿𝜏 .
3. Аппроксимация оптимальной обратной связи. Для каждого класса 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝐿𝜏}

на основе точек с одинаковыми метками и выборки {𝑥𝑖𝜏 , 𝑢𝑖𝜏}𝑀𝜏
𝑖=1 вычисляются параметры

(𝑘𝑙𝜏 , 𝑎
𝑙
𝜏 ) закона (3).

В процессе управления для текущего состояния 𝑥*(𝜏) системы управления классифика-
тор определяет номер области 𝑙*, после чего значение реализации оптимальной обратной
связи вычисляется как 𝑢(𝑡) = sat((𝑘𝑙*𝜏 )′𝑥*(𝜏) + 𝑎𝑙

*
𝜏 ), 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + ℎ[. Предложенный подход

позволяет провести основные вычисления до начала процесса управления и обеспечивает
высокое быстродействие алгоритма в режиме реального времени.
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МАТРИЦА ЛЯПУНОВА И 𝐻2-НОРМА
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

А.В. Егоров

Для линейных систем дифференциальных уравнений с запаздыванием теория мат-
риц Ляпунова и построенных на их основе функционалов Ляпунова–Красовского полного
типа, удовлетворяющих обратной теореме Красовского, достаточно хорошо развита. Эта
теория позволяет исследовать устойчивость и робастную устойчивость систем, получать
явные экспоненциальные оценки решений, вычислять 𝐻2-норму передаточной матрицы, а
также решать некоторые другие задачи анализа и синтеза (см., например, [1–4]).

Матрица Ляпунова для системы с запаздыванием, в отличие от случая обыкновенных
дифференциальных уравнений, является функциональной матрицей, заданной на отрезке.
В частности, для системы из 𝑛 уравнений с одним запаздыванием{︃

𝑥̇(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝑡− ℎ) +𝐵𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡),
(1)
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матрицей Ляпунова, ассоциированной с заданной положительно полуопределённой мат-
рицей 𝑊 , называют непрерывную функцию 𝑈(𝜏) ∈ R𝑛×𝑛, 𝜏 ∈ [−ℎ, ℎ], удовлетворяющую
трём свойствам:

𝑈 ′(𝜏) = 𝑈(𝜏)𝐴0 + 𝑈(𝜏 − ℎ)𝐴1, 𝜏 ∈ (0, ℎ),

𝑈(𝜏) = 𝑈𝑇 (−𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ, ℎ],

𝑈 ′(+0) − 𝑈 ′(−0) = −𝑊.

Для системы (1), как и для сингулярной системы, которая будет введена ниже, 𝐻2-
нормой передаточной матрицы 𝐺 стандартно называют величину

‖𝐺‖2 =

√︃
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
Tr
(︀
𝐺*(𝑖𝜔)𝐺(𝑖𝜔)

)︀
𝑑𝜔,

где Tr обозначает след матрицы, 𝐺* – сопряжённую матрицу к матрице 𝐺. В работе [2]
было показано, что 𝐻2-норму для системы (1) можно вычислить по формуле ‖𝐺‖22 =
= Tr

(︀
𝐵𝑇𝑈(0)𝐵

)︀
, где 𝑈 – матрица Ляпунова, ассоциированная с 𝑊 = 𝐶𝑇𝐶.

Матрица Ляпунова определена для систем с несколькими точечными запаздывания-
ми, с распределённым запаздыванием, для систем нейтрального типа, для уравнений с
периодическими коэффициентами, для некоторых краевых задач для уравнений в част-
ных производных с запаздыванием, а также для интегральных уравнений запаздываю-
щего типа. Учитывая широкий спектр применения матриц Ляпунова и соответствующих
функционалов полного типа для задач анализа и синтеза, представляет интерес дальней-
шее расширение класса рассматриваемых систем.

В рамках этой работы мы исследуем стационарную дифференциально-алгебраических
систему уравнений (иначе, сингулярную систему) с одним запаздыванием⎧⎨⎩

𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝑄𝑥(𝑡)

)︁
= 𝐴0𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝑡− ℎ) +𝐵𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡),
(2)

где 𝑄 – вырожденная матрица. Этот класс систем оказался наиболее сложным для по-
строения теории функционалов полного типа и матриц Ляпунова.

На данный момент мы ограничиваемся случаем систем, у которых часть без запаз-
дывания является свободной от странностей (strangeness-free). Говоря языком линейной

алгебры, существует матрица 𝑇 =

(︂
𝑅
𝑃

)︂
∈ R𝑛×𝑛 , такая что 𝑃𝑄 = 0 и матрица

(︂
𝑅𝑄
𝑃𝐴0

)︂
невырождена. Передаточной матрицей системы (2) называют функцию

𝐺(𝑠) = 𝐶
(︁
𝑠𝑄− 𝐴0 − 𝑒−𝑠ℎ𝐴1

)︁−1

𝐵.

Для системы (2) нами была введена так называемая интегральная матрица Ляпуно-
ва 𝑉 (𝜏), 𝜏 ∈ [−ℎ, ℎ], ассоциированная с положительно полуопределённой матрицей 𝑊 ,
которая непрерывна всюду на [−ℎ, ℎ] и удовлетворяет следующим свойствам:

𝑑

𝑑𝜏
(𝑉 (𝜏)𝑄) = 𝑉 (𝜏)𝐴0 + 𝑉 (𝜏 − ℎ)𝐴1, 𝜏 ∈ (0, ℎ),

𝑑

𝑑𝜏
(𝑄𝑇𝑉 (𝜏)) = −𝐴𝑇

0 𝑉 (𝜏) − 𝐴𝑇
1 𝑉 (𝜏 + ℎ) − 𝐹 (𝜏 + ℎ), 𝜏 ∈ (−ℎ, 0),
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𝑄𝑇
(︁
𝑉 ′(+0) − 𝑉 ′(−0)

)︁
𝑄 = 0,

где

𝐹 (𝜏) = (𝑄+ ℎ𝐴1)
𝑇𝑆𝑇

0 𝑊𝑆0 + 𝐴𝑇
1 𝑆

𝑇
0 𝑊

∫︁ 𝜏

0

𝑆(𝑡) 𝑑𝑡, 𝜏 ∈ [0, ℎ].

Здесь 𝑆0 = (𝐴0+𝐴1)
−1, 𝑆(𝑡) ∈ R𝑛×𝑛, 𝑡 ∈ [−ℎ,∞), – фундаментальная матрица системы (2),

то есть функция, удовлетворяющая дифференциально-алгебраическому уравнению

𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝑄𝑆(𝑡)

)︁
= 𝐴0𝑆(𝑡) + 𝐴1𝑆(𝑡− ℎ) + 𝐼, 𝑡 > 0,

где 𝐼 – единичная матрица, и начальным условиям 𝑄𝑆(0) = 0, 𝑆(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [−ℎ, 0).
На основе интегральной матрицы Ляпунова мы получили формулу для 𝐻2-нормы пе-

редаточной матрицы 𝐺:

‖𝐺‖2 =
√︁

−Tr
(︀
𝐵𝑇𝑉 ′′(−0)𝐵

)︀
,

где 𝑉 ассоциирована с матрицей 𝑊 = 𝐶𝑇𝐶.
Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда № 23-71-10099,

https://rscf.ru/project/23-71-10099/.
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0-УПРАВЛЯЕМОСТЬ СИСТЕМЫ
С ЛИНЕЙНО ВОЗРАСТАЮЩИМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

А.П. Жабко, В.С. Жигалов

Введение. Рассматривается система дифференциально-разностных уравнений с управ-
лением вида

𝑥̇(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝛼𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡), (1)

где 𝛼 ∈ (0, 1), 𝐴0, 𝐴1 – (𝑛×𝑛)-матрицы, 𝑏 – 𝑛-вектор, 𝑢(𝑡) – кусочно-непрерывная скалярная
функция управления, заданная на отрезке [𝑡0, 𝑇 ], где 𝑡0 > 0.

Зададим начальное условие

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛼𝑡0, 𝑡0], (2)

где 𝜑(𝑡) – кусочно-непрерывная функция, удовлетворяющая условию 𝜑(𝑡0) = 0.
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Определение [1]. Начальная функция 𝜑(𝑡) из условия (2) для системы (1) называет-
ся 0-управляемой на отрезке [𝑡0, 𝑇 ], если существует кусочно-непрерывная функция 𝑢(𝑡),
такая что решение системы (1) удовлетворяет тождеству

𝑥(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ [𝛼𝑇, 𝑇 ]. (3)

Если условие (3) выполняется для любых функций 𝜑(𝑡) из (2), то система (1) – полно-
стью 0-управляема на отрезке [𝑡0, 𝑇 ].

Введем в рассмотрение матричную функцию Φ(𝑡, 𝑡0), удовлетворяющую соотношениям:⎧⎪⎨⎪⎩
Φ(𝑡, 𝑡0) ≡ 0, 𝑡 < 𝑡0,

Φ(𝑡, 𝑡0) = 𝐸, 𝑡 = 𝑡0,
𝜕Φ(𝑡,𝑡0)

𝜕𝑡
= 𝐴0Φ(𝑡, 𝑡0), 𝑡 > 𝑡0.

(4)

Критерии полной управляемости. В работе [2] был получен ряд критериев полной
0-управляемости систем (1), (2).

Теорема 1. Если матрица 𝐴1 – постоянная и неособая, то для того чтобы систе-
ма (1), (2) была полностью 0-управляемой на отрезке [𝑡0, 𝛼

−2𝑡0], необходимо и достаточ-
но, чтобы матрица 𝐴(𝛼−2𝑡0, 𝛼

−1𝑡0) =
∫︀ 𝛼−2𝑡0
𝛼−1𝑡0

𝑄(𝛼𝑡)𝑄𝑇 (𝛼𝑡)𝑑𝑡, где 𝑄(𝑡) = Φ−1(𝑡, 𝑡0)𝑏(𝑡), была
неособой. При этом множество программных управлений задается формулой{︃

𝑢(𝑡) = 𝑄𝑇 (𝑡)𝑐+ 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝛼
−1𝑡0],

𝑢(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (𝛼−1𝑡0, 𝛼
−2𝑡0],

где 𝑣(𝑡) – суммируемая с квадратом на [𝑡0, 𝛼
−1𝑡0] функция и∫︁ 𝛼−1𝑡0

𝑡0

𝑄(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑐 = −𝐴−1

∫︁ 𝛼−2𝑡0

𝛼−1𝑡0

Φ−1(𝛼𝜏, 𝑡0)𝐴1𝜑(𝛼2𝜏)𝑑𝜏.

Согласно критерию, изложенному в теореме 1, чтобы ответить на вопрос о полной
0-управляемости системы (1), (2), нужно построить матричную функцию Φ(𝑡, 𝑡0), удовле-
творяющую условиям (4).

Введем в рассмотрение 𝑛-вектор-функции 𝑆𝑖(𝑡), 𝑖 ∈ [0, 𝑛−1], удовлетворяющие соотно-
шениям ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑆0(𝑡) = 𝑏(𝑡),

𝑆1(𝑡) = 𝑆̇0(𝑡) − 𝐴0(𝑡)𝑆0(𝑡),

. . .

𝑆𝑛−1(𝑡) = 𝑆̇𝑛−2(𝑡) − 𝐴0(𝑡)𝑆𝑛−2(𝑡),

и соберем из них матрицу 𝑆(𝑡) = [𝑆0(𝑡), . . . , 𝑆𝑛−1(𝑡)]. Согласно работам [2–3] справедлива
Теорема 2. Если матрица 𝐴1 – постоянная и неособая и существует 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝛼

−1𝑡0],
такое что rang𝑆(𝑡) = 𝑛, то система (1), (2) полностью 0-управляема на отрезке [𝑡0, 𝛼

−2𝑡0].

Математическое моделирование полета большой группы беспилотников. За-
дачи информационно-технического обеспечения бесперебойных полетов больших групп
малой авиации и их решение непосредственно вытекают из задач, поручаемых этой груп-
пе беспилотников, и их технических возможностей.
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Если рассмотрим облако дронов, нацеленных на решение одного или нескольких за-
даний, то возникают системные проблемы как организации управляемого полета, так и
аэродромно-технического обеспечения бесперебойности и эффективности полета.

Рассмотрим колонну подгрупп дронов, двигающуюся по пути, разделенному на участки
между двумя соседними неоднородными участками. Перенумеруем эти участки от 1 до 𝑁.

Пусть 𝑟𝑖(𝑡) и 𝑉𝑖(𝑡) означают среднюю плотность и среднюю скорость подгрупп потока
на участке с номером 𝑖 в момент 𝑡. Пусть 𝑉0 обозначает максимально возможную скорость
на данном пути, а 𝑉 (𝑟) – зависимость средней скорости от плотности потока.

Определим функцию 𝑉 (𝑟) при 𝑟 > 𝑟0 :

𝑉 (𝑟) =
𝑉0𝑟0

𝑟0 + 𝑎(𝑟 − 𝑟0)
.

Обозначим за 𝑟̇𝑖𝑠 среднюю скорость увеличения скорости потока между участком с номе-
ром 𝑠 и участком с номером 𝑖 в момент времени 𝑡. Тогда запаздывание ℎ𝑖𝑠 можно опреде-
лить равенством

ℎ𝑖𝑠 = 𝑙𝑖𝑠
𝑟0 + 𝑎𝑟̇𝑖𝑠

(︀
𝑡− 𝑡

)︀
𝑉0𝑟0

= ℎ0𝑖𝑠 + 𝛾𝑖𝑠
(︀
𝑡− 𝑡

)︀
.

Заключение. В докладе рассматриваются задачи построения программного управ-
ления и полной 0-управляемости для систем с линейно возрастающим запаздыванием.
Предложен конструктивный подход к решению данных задач. Также приведен практиче-
ский пример с облаком дронов, где решение может быть применено.
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УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ СО СЛУЧАЙНОЙ СТРУКТУРОЙ
И СЛУЧАЙНЫМИ КОНЦЕНТРИРОВАННЫМИ СКАЧКАМИ

ФАЗОВОЙ ТРАЕКТОРИИ

Т.В. Завьялова

В работе рассматривается линейная система со случайной структурой, параметры ко-
торой подвержены воздействию марковской цепи. Предполагается, что в случайные мо-
менты времени марковская цепь изменяется скачкообразно. В момент перехода системы
из одного структурного состояния в другое скачкообразно изменяется также фазовый век-
тор системы. Условие скачка является линейным и зависит от случайной нормированной
величины. В ранних работах [1, 2] случайные скачки происходили в любой случайный мо-
мент времени на некотором конечном промежутке времени. В то же время представляется
естественной ситуация, в которой скачки начинают происходить с частотой в короткий
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промежуток времени, то есть за конечный промежуток времени происходит бесконеч-
ное число скачков. Примерами систем с частыми импульсными переходами могут быть
конструкции с возрастающими вибрациями на конечном промежутке времени, каскадные
переключения беспилотных летательных аппаратов во внештатных ситуациях.

Показано, что при определённых ограничениях на параметры скачка система с нали-
чием точки концентрации скачков асимптотически устойчива. Найдены ограничения на
значения параметров скачка, при которых система асимптотически устойчива.

Рассматривается линейная система со случайной структурой

𝑑𝑥(𝑡) = 𝐴 (𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡+
𝑙∑︁

𝜈=1

𝜎𝜈 (𝑡, 𝑦(𝑡))𝑥 𝑑𝑤𝜈 , (1)

с заданными начальными условиями

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ R𝑚, 𝑦(0) = 𝑦 ∈ 𝑌.

В уравнении (1) 𝑥 ∈ R𝑛 — 𝑛-мерный вектор фазовых координат системы; время 𝑡
может изменяться в области [0, 𝑇 ]; матрицы-функции, зависящие от структурного состоя-
ния 𝐴 (𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑥(𝑡)), 𝜎𝜈 (𝑡, 𝑦(𝑡)) заданы. Вектор-функция 𝑦(𝑡) является простой марковской
цепью, при каждом 𝑡 принимает значения из множества 𝐹 = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑘}. Простая мар-
ковская цепь допускает разложение

𝑃{𝑦(𝑡) = 𝑦𝑗 | 𝑦(𝑠) = 𝑦𝑖 ̸= 𝑦𝑗} = 𝑞𝑖𝑗(𝑡− 𝑠) + 𝑜(𝑡− 𝑠), 𝑖 ̸= 𝑗, (2)

𝑃{𝑦(𝑡) = 𝑦𝑖, 𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 | 𝑦(𝑠) = 𝑦𝑖} = 1 − 𝑞𝑖(𝑡− 𝑠) + 𝑜(𝑡− 𝑠),

где 𝑞𝑖𝑗 — известные переходные вероятности из 𝑖-го состояния в 𝑗-е, 𝑜(𝑡− 𝑠) — бесконечно
малая величина более высокого порядка малости, чем (𝑡− 𝑠), 𝑤(𝑡) = {𝑤1(𝑡), . . . , 𝑤𝑚(𝑡)} —
𝑚-векторный стандартный винеровский процесс.

Предполагается, что в случайный момент 𝑡𝑘 ∈ 𝐼 времени происходит скачкообраз-
ное изменение структурного состояния системы. Тогда фазовый вектор также изменяется
скачком согласно соотношению

𝑥(𝑡𝑘 + 0) = 𝐾𝑖𝑘𝑗𝑘 𝑥(𝑡𝑘 − 0) +
𝑁∑︁
𝑠=1

𝜉(𝑘)𝑠 𝑄𝑠 𝑥(𝑡𝑘 − 0), (3)

где 𝑦(𝑡𝑘 − 0) = 𝑦𝑖𝑘 , 𝑦 (𝑡𝑘 + 0) = 𝑦𝑗𝑘 ̸= 𝑦𝑖𝑘 , 𝐾𝑖𝑘𝑗𝑘 — 𝑛× 𝑛-матрицы, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗, опи-
сывающие детерминированную компоненту скачка и зависящие от марковской цепи; 𝑄𝑠 —
постоянные 𝑛 × 𝑛-матрицы, 𝑠 = 1, . . . , 𝑁 , определяющие случайную компоненту скачка;
𝜉
(𝑘)
𝑠 , 𝑠 = 1, . . . , 𝑁 , 𝑘 ≥ 0, — нормированные случайные величины, 𝑀𝜉

(𝑘)
𝑠 = 0, 𝑀(𝜉

(𝑘)
𝑠 )2 = 1.

Для каждого фиксированного 𝑘 величины {𝜉(𝑘)1 , . . . , 𝜉
(𝑘)
𝑁 } являются независимыми.

Предполагается, что точка критической концентрации скачков определена условием

lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 = 𝑡* ∈ [0, 𝑇 ].

С помощью метода функций Ляпунова найдены условия для параметров скачка, при
которых система (1)–(3) с наличием точки концентрации скачков асимптотически устой-
чива. Рассмотрен демонстрационный моделирующий пример такой системы.
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К ВОПРОСУ О ЛОКАЛИЗАЦИИ КОРНЕЙ ПОЛИНОМОВ

Р.И. Знак

Определение 1. Обобщённой матрицей Гурвица порядка 𝑀 (где 𝑀 – натуральное
число), соответствующей полиному 𝑓(𝑧) = 𝑎0𝑧

𝑛 + 𝑎1𝑧
𝑛−1 + . . . + 𝑎𝑛, называется матрица,

построенная следующим образом:

𝐻𝑀(𝑓) = {ℎ𝑖𝑗}∞𝑖,𝑗=1, ℎ𝑖𝑗 :=

{︃
𝑎𝑀𝑗−𝑖 если 0 6𝑀𝑗 − 𝑖 6 𝑛;

0 в противном случае.

В частности, при 𝑀 = 2 она превращается в хорошо знакомую матрицу Гурвица, а при
𝑀 = 1 получается верхнетреугольная матрица Тёплица. Данный тип матриц рассматри-
вается в контексте локализации корней полинома с положительными коэффициентами
вне конуса

C𝑀 =
{︁
𝑧 ∈ C : |arg 𝑧| < 𝜋

𝑀

}︁
.

Из работы Гольц, Хрущёва и Кушель [1] известен следующий результат: если много-
член 𝑓(𝑧) = 𝑎0𝑧

𝑛+𝑎1𝑧
𝑛−1+ . . .+𝑎𝑛 с положительными коэффициентами порождает вполне

неотрицательную матрицу 𝐻𝑀(𝑓), то данный полином не имеет корней в конусе C𝑀 . Мат-
рица называется вполне неотрицательной (англ. totally positive matrix) если все её миноры
неотрицательны. Проблема состоит в том, что проверка вполне неотрицательности мат-
рицы даже конечного размера является достаточно затратной в вычислительном плане
процедурой [2]. Некоторое упрощение даёт следующая теорема:

Теорема 1. Пусть для многочлена 𝑓(𝑧) = 𝑎0𝑧
𝑛 + 𝑎1𝑧

𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛 с положительными
коэффициентами и для некоторого натурального 𝑀 > 2 выполняется условие

𝑎𝑖𝑎𝑖+𝑀−1 >

(︃
4 cos2

𝜋⌊︀
𝑛−1
𝑀−1

⌋︀
+ 2

)︃
𝑎𝑖+1𝑎𝑖+𝑀 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛−𝑀,

тогда данный полином не имеет корней в конусе C𝑀 .
Доказательство данной теоремы основано на видоизменённой теореме Димитрова и

Пенья [3-5]. Однако на практике больший потенциал к применению имеет следующая
теорема:

Определение 2. Для многочлена 𝑓(𝑧) = 𝑎0𝑧
𝑛 + 𝑎1𝑧

𝑛−1 + . . . + 𝑎𝑛, 𝑎𝑖 > 0, введём
следующий параметр:

𝛼(𝑓) := min
1≤𝑖≤𝑛−1

𝑎2𝑖
𝑎𝑖−1𝑎𝑖+1

.
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Теорема 2. Пусть дан полином 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑧

𝑛−1 + . . . + 𝑎𝑛, 𝑎𝑖 > 0, такой, что
выполнено ⌈︂

ln 4

ln(𝛼(𝑓))

⌉︂
< 𝑛,

тогда корни 𝑓(𝑥) не лежат в конусе C𝑀 , где 𝑀 является натуральным с условием

𝑛 >𝑀 >

⌈︂
ln 4

ln(𝛼(𝑓))

⌉︂
.

В частности, 𝑀 может быть взято равным
⌈︁

7
5 ln(𝛼(𝑓))

⌉︁
.

Эти результаты могут быть полезны для так называемых лакунарных полиномов, где
достаточно большая доля коэффициентов обращается в нуль.

Доклад сделан по совместной работе с О.Ю. Кушель. Работа выполнена при финансо-
вой поддержке ГПНИ «Конвергенция–2030» НАН Беларуси (задание 1.08.2).
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ
ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА

В СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЕ
С НЕФИКСИРОВАННОЙ ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТЬЮ ПРОЦЕССА

А.И. Калинин, Л.И. Лавринович, А.А. Лёгкий

В докладе рассматривается задача оптимизации переходного процесса в линейной син-
гулярно возмущенной динамической системе с критерием качества, представляющим со-
бой линейную комбинацию энергетических затрат и длительности процесса. Предлагает-
ся алгоритм построения асимптотических приближений к решению поставленной задачи.
Основное достоинство предлагаемых вычислительных процедур состоит в том, что при
их применении исходная задача распадается на две невозмущенные задачи оптимального
управления меньшей размерности.

В классе 𝑟-мерных управляющих воздействий 𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), ..., 𝑢𝑟(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], с
кусочно-непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу оптимального управ-
ления:
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𝑥̇ = 𝐴1(𝑡)𝑥+ 𝐴2(𝑡)𝑦 +𝐵1(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

𝜇𝑦̇ = 𝐴3(𝑡)𝑥+ 𝐴4(𝑡)𝑦 +𝐵2(𝑡)𝑢, 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, (1)

𝑥(𝑡1) = 0, 𝑦(𝑡1) = 0, (2)

𝐽(𝑢) =
1

2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

(𝜆+ (1 − 𝜆)𝑢𝑇𝑃 (𝑡)𝑢)𝑑𝑡→ min, (3)

где 𝜇 – малый положительный параметр, 𝜆 ∈ (0, 1), 𝑡0 – заданный заданный начальный мо-
мент времен, 𝑡1 – нефиксированный конечный момент времени, (𝑡0 < 𝑡1), 𝑥 – 𝑛-вектор мед-
ленных переменных, 𝑦 – 𝑚-вектор быстрых переменных. Остальные элементы задачи име-
ют соответствующие размеры. В критерии качества 𝑃 (𝑡) – положительно-определенная
симметрическая матрица.

Предположение 1. Действительные части собственных значений матрица𝐴4(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0,
в каждый момент времени отрицательны.

Предположение 2. Элементы всех матриц, формирующих задачу, бесконечно диф-
ференцируемы.

Определение. Управление 𝑢(𝑁)(𝑡, 𝜇), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡
(𝑁)
1 (𝜇)], с кусочно-непрерывными компо-

нентами назовем (программным) асимптотически субоптимальным управлением 𝑁 -го по-
рядка (𝑁 = 0, 1, 2, . . . ), если оно переводит динамическую систему (1) в состояние 𝑂(𝜇𝑁+1)
и отклоняется по критерию качества (3) от оптимального управления на величину того
же порядка малости.

Основная идея применяемого подхода состоит в асимптотическом разложении по це-
лым степеням малого параметра оптимального конечного момента времени и значений
сопряженных переменных в этот момент — конечномерных элементов, по которым мож-
но легко восстановить решение задачи. Старшие коэффициенты этих разложений могут
быть найдены в результате решения двух базовых невозмущенных задач оптимального
управления с 𝑛 и 𝑚 фазовыми переменными соответственно. Первой из них является вы-
рожденная задача

𝑥̇ = 𝐴0(𝑡)𝑥+𝐵0(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

𝑥(𝑡1) = 0, 𝐽1(𝑢) =
1

2

∫︁ 𝑡1

𝑡0

(𝜆+ (1 − 𝜆)𝑢𝑇𝑃 (𝑡)𝑢)𝑑𝑡→ min, (4)

где
𝐴0(𝑡) = 𝐴1(𝑡) − 𝐴2(𝑡)𝐴

−1
4 (𝑡)𝐴3(𝑡), 𝐵0(𝑡) = 𝐵1(𝑡) − 𝐴2(𝑡)𝐴

−1
4 (𝑡)𝐵2(𝑡).

Предположение 3. Динамическая система в первой базовой задаче является вполне
управляемой [1].

При сделанных предположениях первая базовая задача имеет единственное решение
𝑢0(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡

0
1], которое является нормальной экстремалью [2].

Вторая базовая задача имеет вид

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 𝐴4(𝑡

0
1)𝑦 +𝐵2(𝑡

0
1)𝑢, 𝑦(0) = 𝐴−1

4 (𝑡01)𝐵2(𝑡
0
1)𝑢

0(𝑡01),

𝑦(−∞) = 0, 𝐽2(𝑢) =
1

2

∫︁ 0

−∞
𝑢(𝑠)𝑇𝑃 (𝑡01)𝑢(𝑠)𝑑𝑠→ min . (5)
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Предположение 4. Для динамической системы в задаче (5) выполняется условие
управляемости

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵2(𝑡
0
1), 𝐴4(𝑡

0
1)𝐵2(𝑡

0
1), ..., 𝐴

𝑛−1
4 (𝑡01)𝐵2(𝑡

0
1)) = 𝑚.

Сделанные предположения гарантируют существование и единственность решения 𝑢*(𝑠),
𝑠 ≤ 0, второй базовой задачи, которое является нормальной экстремалью [2].

Сформулирована и доказана теорема о существовании, единственности и асимптотиче-
ских свойствах оптимального управления в задаче (1)–(3) при выполнении предположений
1–4. На основе конструктивного доказательства теоремы, которое опирается на принцип
максимума [3] и метод пограничных функций [4], разработан алгоритм, позволяющий для
заданного числа 𝑁 построить асимптотическое субоптимальное управление 𝑁 -го порядка
в рассмотренной задаче. Асимптотически субоптимальное управление нулевого порядка
представимо в виде

𝑢(0)(𝑡, 𝜇) = 𝑢0(𝑡) + 𝑢*
(︀
(𝑡− 𝑡01)/𝜇

)︀
, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡

0
1], (6)

и может быть сформировано непосредственно после решения базовых задач. Заметим, что
управление (6) не зависит от начального состояния 𝑦0 вектора быстрых переменных. Для
построения асимптотически субоптимальных управлений более высокого порядка нуж-
но дополнительно интегрировать невозмущенные системы линейных дифференциальных
уравнений и находить решения невырожденных линейных алгебраических систем.
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МАТРИЦА КОШИ РАВНОМЕРНО ВПОЛНЕ УПРАВЛЯЕМОЙ 
СИСТЕМЫ С КУСОЧНО РАВНОМЕРНО НЕПРЕРЫВНЫМИ 

И ОГРАНИЧЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А.А. Козлов

Рассматривется нестационарная линейная управляемая система

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚, 𝑡 > 0, 𝑚, 𝑛 ∈ N ∖ {1}, (1)

с кусочно непрерывными и ограниченными коэффициентами 𝐴 и 𝐵, причем матрица ко-
эффициентов 𝐵 обладает свойством кусочной равномерной непрерывности.

Определение 1. [1, c. 264 – 265] Матричная функция 𝐵 : [0,+∞) → R𝑛×𝑚 называет-
ся кусочно равномерно непрерывной, если она кусочно-непрерывна на [0,+∞), найдется
такое число ∆0 > 0, что длина каждого интервала непрерывности 𝐼 функции 𝐵 не мень-
ше ∆0, и для любого 𝜀 > 0 найдется ∆ = ∆(𝜀), что для всех 𝑡, 𝑠 ∈ 𝐼, удовлетворяющих
неравенству |𝑡− 𝑠| 6 ∆, справедливо соотношение ‖𝐵(𝑡) −𝐵(𝑠)‖ 6 𝜀.
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Замкнем систему (1) векторным управлением 𝑢, заданным в виде линейной обратной
связи 𝑢 = 𝑈(𝑡)𝑥, где 𝑈 — кусочно-непрерывная и ограниченная (𝑚×𝑛)-матрица, получим
систему

𝑥̇ = (𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑈(𝑡))𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, (2)

с кусочно-непрерывными и ограниченными коэффициентами.
Определение 2. [2, 3]. Система (1) называется 𝜎-равномерно вполне управляемой (по

Калману), если найдутся такие числа 𝜎 > 0 и 𝛼 > 0, что при всяких 𝑡0 > 0 и 𝜉 ∈ R𝑛 для
матрицы управляемости (матрицы Калмана) системы (1) выполняется неравенство

𝜉𝑇
∫︁ 𝑡0𝜎

𝑡0

𝑋(𝑡0, 𝜏)𝐵(𝜏)𝐵𝑇 (𝜏)𝑋𝑇 (𝑡0, 𝜏)𝜉 > 𝛼‖𝜉‖2

(‖ · ‖ – евклидова норма вектора, 𝑋(𝑡, 𝑠), 𝑡, 𝑠 > 0, – матрица Коши системы (1) с 𝑢 ≡ 0).
Теорема 1. Если управляемая система (1) с кусочно равномерно непрерывными и

ограниченными коэффициентами и кусочно равномерно непрерывной и ограниченной мат-
рицей 𝐵 обладает свойством 𝜎-равномерной полной управляемости (по Калману), то-
гда для всякого 𝑡0 > 0 найдутся такие ортогональные (𝑛 × 𝑛)-матрицы 𝑄1 и 𝑄2, при
которых для любых 𝑟 > 0 и 𝜌 ∈ (0, 1) существует незавиcящая от 𝑡0 > 0 величина
𝛽 = 𝛽(𝑟, 𝜌) > 0 такая, что для всякой матрицы 𝐻 ∈ R𝑛×𝑛, удовлетворяющей неравен-
ствам ‖𝐻‖ 6 𝑟 и det𝐻 > 𝜌, найдется кусочно-непрерывное и ограниченное управление
𝑈 : [𝑡0, 𝑡0 + 𝜎] → R𝑚×𝑛 с оценкой ‖𝑈(𝑡)‖ 6 𝛽‖𝐻 − 𝐸‖ при всех 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝜎], что для
матрицы Коши 𝑋𝑈(𝑡0 + 𝜎, 𝑡0) системы (2) с этим управлением на отрезке [𝑡0, 𝑡0 + 𝜎]
обеспечивается равенство 𝑋𝑈(𝑡0 + 𝜎, 𝑡0) = 𝑄1𝐻𝑄2.

Замечание. Теорема 1 является следствием теоремы 27.3 книги [1, c. 289] и утверждения:
Теорема 2. Для любых ортогональных матриц 𝑄1 и 𝑄2 произвольного порядка 𝑛

найдутся такие матрица перестановок 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 и "почти" единичная матрица̃︀𝐸 ∈ R𝑛×𝑛 (полученная из единичной заменой некоторых 1, стоящих на главной диагона-
ли, на −1), что (𝑛× 𝑛)-матрица 𝑄1(𝑃 ̃︀𝐸)𝑄2 имеет все отделенные от нуля (некоторым
фиксированным положительным числом) положительные главные угловые миноры.

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция–2030» (подпрогр.№ 1, зад. № 1.2.03).
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УПРАВЛЯЕМОСТЬ ДИСКРЕТНОЙ ДЕСКРИПТОРНОЙ СИСТЕМЫ
С РАСПРЕДЕЛЁННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

В.В. Крахотко, Г.П. Размыслович

Рассмотрим дискретный аналог непрерывной дескрипторной системы с распределён-
ным запаздыванием [1]
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𝐾𝑦(𝑡+ 1) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝐾𝑖𝑦(𝑡− 𝑖) +𝑀𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, 1, ... (1)

с начальными условиями 𝑦(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑖 = −𝑚,−𝑚 + 1, ..., 0, где 𝑦 ∈ 𝑅𝑛, и 𝑢 ∈ 𝑅𝑟,𝑚 ∈ 𝑁 –
натуральное число; 𝐾,𝐾𝑖, 𝑖 = 0,𝑚,𝑀 – постоянные матрицы соответствующих размеров,
det𝐾 = 0.

Отметим, что в дискретную модель (1) вкладывается и дискретная дескрипторная
система с запаздыванием вида 𝐾𝑦(𝑖+ 1) = 𝐾0𝑦(𝑡) +𝐾𝑚𝑦(𝑡−𝑚) +𝑀𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, 1, ...

Введём обозначения: 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑦(𝑡+ 𝑖−𝑚− 1), 𝑖 = 1,𝑚+ 1, 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑚+1(𝑡)),

𝐴0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐸𝑛 0 0 ... 0 0
0 𝐸𝑛 0 ... 0 0
... ... ... ... ... 0
0 0 0 0 𝐸𝑛 0
0 0 0 0 0 𝐾

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝐸𝑛 0 ... 0 0
0 0 𝐸𝑛 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 𝐸𝑛

𝐾𝑚 𝐾𝑚−1 𝐾𝑚−2 ... 𝐾1 𝐾0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
...
0
𝑀

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Тогда система (1) эквивалентна системе

𝐴0𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 = 0, 1, . . . , (2)

𝑥(0) =
(︀
𝜙(−𝑚), 𝜙(−𝑚+ 1), . . . , 𝜙(0)

)︀
,

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑚+𝑛+1; 𝑢 ∈ 𝑅𝑚+𝑟+1; 𝐴0, 𝐴,𝐵 – постоянные матрицы соответствующих размеров.
Предположим,что система (2) регулярна [2], а это означает, что регулярна и система

(1). Отметим, что, если индекс матрицы 𝐾 равен 𝑙, то, индекс матрицы 𝐴0 тоже равен 𝑙.
При этих предположениях решение системы (2) представимо в виде

𝑥(𝑡) = (𝐴𝑑
0𝐴)𝑡𝐴0𝐴

𝑑
0𝑞 +

𝑡−1∑︁
𝑖=0

(𝐴𝑑
0𝐴)𝑡−𝑖𝐴𝑑

0𝐵𝑢(𝑖) + (𝐸𝑚+𝑛+1 − 𝐴0𝐴
𝑑
0)

𝑙−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖(𝐴0𝐴
𝑑)𝑖𝐴𝑑𝐵𝑢(𝑡+ 𝑖),

𝑥(0) = 𝑥0 = 𝐴0𝐴
𝑑
0𝑞 + (𝐸𝑚+𝑛+1 − 𝐴0𝐴

𝑑
0)

𝑙−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖(𝐴0𝐴
𝑑)𝑖𝐴𝑑𝐵𝑢(0),

где 𝐴𝑑
0, 𝐴

𝑑 – обратная матрица Дразина к матрицам 𝐴0, 𝐴 соответственно, 𝑞 ∈ 𝑅𝑚+𝑛+1.
Пусть 𝐻 = [0, 0, . . . , 0, 𝐸𝑛] – постоянная 𝑛× (𝑚+ 𝑛+ 1) матрица.
Определение 1. Систему (2) назовем 𝐻-управляемой из нуля (𝑥0 = 0), если для

любого вектора 𝑐 ∈ 𝑅𝑛 существует такой момент 𝑡1, 𝑙 ≤ 𝑡1 < +∞, и управление 𝑢(𝑡) ≡ 0,
при 𝑡 ∈ [0, 𝑙 − 1], и 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑙, 𝑡1], такие, что 𝑥(0) = 𝑥0 = 0, 𝐻𝑥(𝑡1) = 𝑥𝑚+1(𝑡1) = 𝑦(𝑡1) = 𝑐.

Из определения следует, что если система (2) 𝐻-управляема, то система (1) относи-
тельно управляема и наоборот.

Теорема. Для Н-управляемой системы (2) необходимо и достаточно выполнения
условия

rank
{︀
𝐻(𝐴𝑑

0𝐴)𝑖𝐴𝑑
0𝐵, 𝑖 = 0,𝑚+ 𝑛+ 1

}︀
= rank𝐻 = 𝑛.
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МНОГОТОЧЕЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ ОПЕРАТОРОМ

ВТОРОГО ПОРЯДКА В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ

В.Н. Лаптинский

Методика [1, 2] развита применительно к задаче построения возможных управлений
𝑢 ∈ C(𝐼,R𝑟) и соответствующих функций состояний 𝑥 ∈ C2(𝐼,R𝑛) на основе системы
соотношений

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝐴(𝑡)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+𝐵(𝑡)𝑥+𝑄(𝑡)𝑢, (1)

𝑥(𝑡𝑠) = 𝑥𝑠, 𝑠 = 0,𝑚, (2)∫︁ 𝛽𝑙

𝛼𝑙

Ψ𝑙(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜌𝑙, 𝑙 = 1, 𝑘, (3)

где 𝐴,𝐵 ∈ C (𝐼, R𝑛×𝑛) , 𝑄 ∈ C ( 𝐼,R𝑛×𝑟) , Ψ𝑙 ∈ C (𝐼, R𝑛𝑙×𝑟) , 𝜌𝑙 ∈ R𝑛𝑙 , 𝐼 = [0, 𝜔] ,
0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑚 ≤ 𝜔, 𝜔 > 0; 𝛼𝑙, 𝛽𝑙 ∈ 𝐼.

Соотношения (2) представляют собой условия [1]; (3) – ограничения изопериметриче-
ского типа [3, с. 19] на управление.

Целью работы является получение конструктивных достаточных условий разрешимо-
сти задачи (1)–(3) и алгоритма построения функций 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡) с использованием инте-
гральной матрицы 𝑋(𝑡), 𝑋(0) = 𝐸 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[1, ..., 1], уравнения 𝑑𝑋/𝑑𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑋, при этом
предполагается выполнение условия

det ̃︀𝑋(𝜔) ̸= 0, (4)

где тильда означает интеграл по промежутку [0, 𝜔].
Задача (1)–(3) с помощью несложных выкладок сведена к эквивалентной интегральной

задаче для
𝑥 = L𝑥+ K𝑢+ 𝑓, (5)

с условиями (2), (3), где

L𝑥 = − ̃︀𝑋(𝑡) ̃︀𝑋−1(𝜔)

∫︁ 𝜔

0

𝑋(𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑋−1(𝜎)𝐵(𝜎)𝑥(𝜎)𝑑𝜎 +

∫︁ 𝑡

0

𝑋(𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑋−1(𝜎)𝐵(𝜎)𝑥(𝜎)𝑑𝜎,

K𝑢 = − ̃︀𝑋(𝑡) ̃︀𝑋−1(𝜔)

∫︁ 𝜔

0

𝑋(𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑋−1(𝜎)𝑄(𝜎)𝑢(𝜎)𝑑𝜎 +

∫︁ 𝑡

0

𝑋(𝜏)𝑑𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑋−1(𝜎)𝑄(𝜎)𝑢(𝜎)𝑑𝜎,

𝑓 = 𝑥0 + ̃︀𝑋(𝑡) ̃︀𝑋−1(𝜔)(𝑥𝑚 − 𝑥0).

При выполнении условия
‖L‖𝐶 < 1 (6)
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соотношение (5) представимо в виде

𝑥 = (J− L)−1 (K𝑢+ 𝑓), (7)

где J – тождественный оператор, ‖L‖𝐶 – норма оператора L в C (𝐼, R𝑛).
На основе (2), (3), (7) задача отыскания 𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡) сведена к эквивалентной задаче для

(7) с условиями
𝐴𝑝𝑢 = 𝛾𝜈 , 𝑝 = 1,𝑚+ 𝑘, (8)

где 𝐴𝑝𝑢 = (J− L(𝑡𝑝))
−1

K(𝑡𝑝)𝑢, 𝛾𝑝 = 𝑥𝑝 − (J− L(𝑡𝑝))
−1 𝑓(𝑡𝑝) при 𝑝 = 1,𝑚,

𝐴𝑝𝑢 =
∫︀ 𝛽𝑙

𝛼𝑙
Ψ𝑝(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝛾𝑝 = 𝜌𝑝 при 𝑝 = 𝑚+ 1,𝑚+ 𝑘.

Для анализа системы уравнений первого рода (8) используется методика [1] с вве-
дением вспомогательных функций 𝑆𝑝 ∈ C (𝐼,R𝑟×𝑛) при 𝑝 = 1,𝑚, 𝑆𝑝 ∈ C (𝐼, R𝑟×𝑛𝑙) при
𝑝 = 𝑚+ 1,𝑚+ 𝑘, 𝑙 = 1, 𝑘.

Замечание. Величины L,K, 𝑓 содержат явно аргумент 𝑡, однако он для упрощения
записи некоторых выражений не используется.

Согласно [1], при выполнении условий (4),

det(𝐴𝑝+1𝑀𝑝𝑆𝑝+1) ̸= 0, 𝑝 = 0,𝑚+ 𝑘 − 1, (9)

для функции 𝑢(𝑡) имеет место выражение

𝑢(𝑡) = 𝑀(𝑡, 𝑦) + 𝑞(𝑡), (10)

где 𝑦(𝑡) – вспомогательная функция, 𝑀(𝑡, 𝑦), 𝑞(𝑡) – соответственно линейный однородный
интегральный оператор из C (𝐼, R𝑟) в C (𝐼, R𝑟) и функция, определяемые по алгоритму

𝑀𝑟+1(𝑦𝑟+1) = 𝑀𝑟(𝑦𝑟+1) −𝑀𝑟𝑆𝑟+1(𝐴𝑟+1𝑀𝑟𝑆𝑟+1)
−1𝐴𝑟+1𝑀𝑟(𝑦𝑟+1),

𝑞𝑟+1 = 𝑞𝑟 +𝑀𝑟𝑆𝑟+1(𝐴𝑟+1𝑀𝑟𝑆𝑟+1)
−1 (𝛾𝑟 − 𝐴𝑟+1𝑞𝑟) , 𝑟 = 0,𝑚+ 𝑘 − 1,

при этом 𝑦𝑚+𝑘 = 𝑦, 𝑞𝑚+𝑘 = 𝑞, 𝑞0 = 0,𝑀𝑚+𝑘(𝑦𝑚+𝑘) = 𝑀(𝑡, 𝑦), 𝑀0 = J; аргумент 𝑡 в 𝑀(𝑡, 𝑦)
означает явную зависимость 𝑀𝑟 от 𝑡.

На основе (7), (10) получена функция состояний

𝑥(𝑡) = (J− L(𝑡))−1 [𝑓(𝑡) + K(𝑡) (𝑀(𝑡, 𝑦) + 𝑞(𝑡))] . (11)

Таким образом, справедливо
Утверждение. При выполнении условий (4), (6), (9) задача (1)–(3) разрешима, при

этом выражения (10), (11) представляют собой ее общее решение в рамках этих условий.
Для иллюстрации применения приведенных результатов рассмотрена задача

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑢, 𝑥(0) = 0, 𝑥(1) = 1, 𝑥(2) = 2,

∫︁ 1

0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 0.

По изложенной методике получены выражения 𝑢0(𝑡) = 45
13

(︀
7
3
− 2𝑡2

)︀
, 𝑥0(𝑡) = 𝑡− 45

13
𝑡 (1−

−7
6
𝑡+ 𝑡3

6

)︁
, представляющие собой частное решение этой задачи; общее решение из-за его

громоздкости здесь не приводится.
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

В.В. Малыгина

Рассматривается линейное дифференциальное уравнение

𝑥̇(𝑡) −
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑆𝑟𝑘 𝑥̇)(𝑡) +
𝐽∑︁

𝑗=0

𝑏𝑗(𝑆ℎ𝑗
𝑥)(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (1)

где 𝑎𝑘, 𝑏𝑗 — вещественные числа, 𝑟𝑘 > 0, ℎ𝑗 ≥ 0, 𝑓 — локально-суммируемая функция, а
𝑆ℎ — оператор сдвига, определяемый равенством:

(𝑆ℎ𝑦)(𝑡) =

{︃
𝑦(𝑡− ℎ), 𝑡 ≥ ℎ,

0, 𝑡 < ℎ.
Обозначим 𝑆 =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑆𝑟𝑘 .

Как известно [1, с. 84], уравнение (1) с заданным начальным условием однозначно раз-
решимо в классе локально абсолютно непрерывных функций, и его решение представимо
в виде

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑥(0) +

𝑡∫︁
0

𝑌 (𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (2)

Функция 𝑋 называется фундаментальным решением, а 𝑌 — функцией Коши уравне-
ния (1). Фундаментальное решение и функция Коши связаны равенством (𝐼 − 𝑆)𝑌 = 𝑋.
Из представления (2) следует, что функция 𝑋 есть решение уравнения вида (1) при 𝑓 = 0
и 𝑋(0) = 1, следовательно, является локально абсолютно непрерывной. При этом, если
𝑆 ̸= Θ, то функция 𝑌 — обязательно разрывна; на каждом конечном интервале она имеет
конечное число разрывов (скачков), а «функция скачков» 𝐻 = 𝐻(𝑡) определяется как
решение уравнения (𝐼 − 𝑆)𝐻 = 0, дополненное условием 𝐻(0) = 1.

Очевидно, что любое решение уравнения (1) полностью определяется функцией 𝑌 . С
этой точки зрения определения устойчивости тоже естественно формулировать в терминах
свойств функции Коши. Для уравнения (1) исследуется равномерная, асимптотическая,
сильная асимптотическая и экспоненциальная устойчивость. Показано, что все эти ви-
ды устойчивости можно формулировать и изучать в терминах свойств функции Коши.
В частности, справедливо следующее утверждение, связывающее между собой сильную
асимптотическую и экспоненциальную устойчивость.

Теорема 1. Функция Коши обладает свойством lim
𝑡→∞

𝑌 (𝑡) = 0, если и только если при
некоторых 𝑁, 𝛾 > 0 справедлива экспоненциальная оценка

|𝑌 (𝑡)| ≤ 𝑁𝑒−𝛾𝑡, 𝑡 ∈ R+. (3)
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Оценка (3) может быть взята за определение экспоненциальной устойчивости.
Теорема 2. Для функции Коши справедлива оценка (3), если и только если выполнены

следующие условия:

• Оператор 𝐼 − 𝑆 обратим хотя бы в одном из пространств 𝐿𝑝(R+) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞).

• Все корни характеристического уравнения

𝑝

(︃
1 −

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒
−𝑟𝑘𝑝

)︃
+

𝐽∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗𝑒
−ℎ𝑗𝑝 = 0, 𝑝 ∈ C,

лежат слева от мнимой оси.

Проверку второго условия теоремы 2 можно проводить хорошо известными методами,
например, такими, как критерий Михайлова, метод 𝐷-разбиений и т. п. Заметим, что, в
отличие от известных [2] признаков асимптотической устойчивости, в теореме 2 не требу-
ется проверять отделенность корней от мнимой оси: в совокупности с первым условием
теоремы этот факт устанавливается автоматически.

Для первого условия теоремы 2 найден ряд эквивалентных переформулировок [3].

• Оператор 𝐼 − 𝑆 обратим в любом из пространств 𝐿𝑝(R+) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞).

• Решение соответствующего (1) функционального уравнения (𝐼−𝑆)𝑦 = 𝑓 при любой
финитной правой части 𝑓 стремится к нулю при 𝑡→ ∞.

• Решение функционального уравнения (𝐼 − 𝑆)𝑦 = 𝑓 при любой финитной правой
части 𝑓 имеет экспоненциальную оценку вида (3).

• Функциональное уравнение (𝐼 − 𝑆)𝑦 = 𝑓 однозначно разрешимо в пространстве
𝐿∞(R+).

• Функция скачков 𝐻(𝑡) стремится к нулю при 𝑡→ ∞.

• Для функции 𝐻(𝑡) при некоторых 𝑁, 𝛾 > 0 справедлива экспоненциальная оценка:
|𝐻(𝑡)| ≤ 𝑁𝑒−𝛾𝑡, 𝑡 ∈ R+.

• Все корни характеристического уравнения 1−
𝐾∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒
−𝑟𝑘𝑝 = 0 лежат слева от мни-

мой оси и отделены от нее.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ПОДХОД К ИССЛЕДОВАНИЮ 
АБСОЛЮТНОЙ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМ 

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

М.В. Мулюков

Рассмотрим систему

𝑥̇(𝑡) + 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑥(𝑡− ℎ) = 0, 𝑡 ≥ 0, (1)

где ℎ > 0 и 𝐴,𝐵 ∈ R𝑁×𝑁 . Её характеристическая функция:

Φℎ(𝑧) = det
(︀
𝐼𝑧 + 𝐴+𝐵𝑒−ℎ𝑧

)︀
.

Определение 1. Система (1) называется абсолютно асимптотически устойчивой,
если она асимптотически устойчива при любом ℎ > 0.

Абсолютная устойчивость системы (1) рассматривалась в [1–3].
Для исследования чисто мнимых корней Φℎ введём:

Λ𝑧(𝑢) = det
(︀
𝐼𝑧 + 𝐴+𝐵𝑢

)︀
, 𝐹𝜔(𝑢) = 𝑢𝑚Λ𝑖𝜔(𝑢−1), 𝐹 *

𝜔(𝑢) = Λ−𝑖𝜔(𝑢),

где 𝑚 = deg det(𝐴+𝐵𝑢) и 𝑢 ∈ C, а также рассмотрим результант

R(𝜔) = Res𝑢(𝐹𝜔, 𝐹
*
𝜔).

Следующие утверждения эквивалентны:

1) существуют ℎ ≥ 0 и 𝜔 ∈ R, такие что Φℎ(𝑖𝜔) = 0;

2) существуют 𝜔 ∈ R и 𝑢 ∈ C, |𝑢| = 1, такие что 𝐹𝜔(𝑢) = 𝐹 *
𝜔(𝑢) = 0.

Доказано, что R(𝜔) — вещественный чётный полином степени 2𝑁𝑚, поэтому существу-
ет вещественный полином 𝑃 степени 𝑛 = 𝑁𝑚, такой что R(𝜔) = 𝑃 (𝜔2).

Определение 2. Будем называть приведённый многочлен R+-положительным, если
он положителен на полуоси (0,+∞).

Система (1) абсолютно асимптотически устойчива, если полином Φ0 устойчив и поли-
ном 𝑃 является R+-положительным.

Введём обозначения

𝑃 (𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑘1𝑥
𝑛−1 + 𝑘2𝑥

𝑛−2 + · · · + 𝑘𝑛.

Рассмотрим многочлен

𝑝a(𝑠) = 𝑠𝑛 + 𝑎1𝑠
𝑛−1 + 𝑎2𝑠

𝑛−2 + · · · + 1,

где 𝑎𝑖 = 𝑘
−𝑖/𝑛
𝑛 𝑘𝑖, (𝑖 = 1, 𝑛− 1) и

a = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1} ∈ R𝑛−1.

Если 𝑃 (0) > 0, многочлены 𝑃 (𝑥) и 𝑝a(𝑠) являются R+-положительными одновремен-
но.

Обозначим через D+
𝑛 множество всех a, для которых 𝑝a является R+-положительным.
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Определение 3. Множество 𝐴 ⊂ R𝑛−1 называется верхним, если

𝐴⊕ R𝑛−1
+ = 𝐴,

где символом ⊕ обозначена сумма Минковского.
Теорема. Множество D+

𝑛 является открытым выпуклым верхним множеством,
содержит начало координат и инвариантно относительно обращения порядка коэффи-
циентов.

Отсюда следует, что область D+
𝑛 однозначно определяется своей границей. Послед-

няя является частью дискриминантного множества, отвечающей многочленам с кратным
положительным корнем. Благодаря этому задача построения критерия абсолютной устой-
чивости системы (1) приобретает геометрическую форму.

Для многочленов малых степеней этот подход позволяет получить явное описание
области R+-положительности и, следовательно, признаки абсолютной асимптотической
устойчивости системы (1) в терминах коэффициентов исходной задачи.
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СПЕКТР ОПЕРАТОРА ВНУТРЕННЕЙ СУПЕРПОЗИЦИИ

И.Ю. Постаногова

Пусть 𝐿𝑝(𝐸) — пространство суммируемых со степенью 𝑝, 1 6 𝑝 < ∞, и 𝐿∞(𝐸) —
пространство ограниченных в существенном функций, заданных на измеримом множестве
𝐸 ⊂ R, с естественными нормами. Оператором сдвига на число ℎ > 0 называется оператор
𝑆ℎ, определённый следующим образом

(𝑆ℎ𝑥)(𝑡) =

{︃
𝑥(𝑡− ℎ), 𝑡 > ℎ;

0, 𝑡 < ℎ.

Оператор 𝑆 : 𝐿𝑝(𝐸) → 𝐿𝑝(𝐸), заданный формулой

𝑆 =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑆ℎ𝑘
, (1)

где 𝑎𝑘 ∈ R, 0 < ℎ1 < ℎ2 < · · · < ℎ𝐾 , называется оператором внутренней суперпози-
ции [1]. Будем считать, что операторы сдвига и внутренней суперпозиции действуют в
пространствах кусочно-непрерывных функций. Для исследования спектра 𝜎(𝑆) операто-
ра 𝑆 рассмотрим операторное уравнение с параметром 𝜆 ∈ C

(𝜆𝐼 − 𝑆)𝑥 = 𝑓. (2)
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Уравнение (2) является функциональным, и его можно записать в классическом виде⎧⎨⎩𝜆𝑥(𝑡) =
𝐾∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑥(𝑡− ℎ𝑘) + 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0;

𝑥(𝜉) = 0, 𝜉 < 0.

Определение спектра оператора 𝑆 связано с разрешимостью уравнения (2) в пространстве
𝐿∞(R), а именно, справедливо следующее утверждение [2].

Предложение 1. Следующие утверждения эквивалентны.
1. Оператор 𝐼 − 𝑆 обратим в 𝐿𝑝(R) хотя бы при одном 𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞.
2. Оператор 𝐼 − 𝑆 обратим в 𝐿𝑝(R) при всех 𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞.

3. Все корни характеристического уравнения 1−
𝐾∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒
−ℎ𝑘𝑝 = 0 лежат слева от мнимой

оси и отделены от неё.
4. Для любой ограниченной в существенном правой части 𝑓 ∈ 𝐿∞(R) функциональное
уравнение (𝐼 − 𝑆)𝑥 = 𝑓 разрешимо в пространстве 𝐿∞(R).

Таким образом, для определения спектра оператора 𝑆 достаточно определить, при

каких значениях 𝜆 все корни уравнения 𝜆−
𝐾∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑒
−ℎ𝑘𝑝 = 0 лежат слева от мнимой оси и

отделены от неё.
Теорема 1. 𝜎(𝑆1) = {𝜆 ∈ C | |𝜆| 6 1}.
Спектр оператора с соизмеримыми запаздываниями. Если сдвиги в операторе 𝑆

соизмеримы, то их без ограничения общности можно считать кратными, причём выбирая
нужный масштаб по оси 𝑡, можно добиться того, что ℎ𝑘 = 𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾. Тогда оператор
𝑆 можно представить в виде

𝑆 =
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑆
𝑘
1 , (3)

— аналитической функции (многочлена) от оператора 𝑆1.
Предложение 2 [3]. Пусть 𝐴 — ограниченный оператор, 𝜎(𝐴) — его спектр и функ-

ция 𝜙 аналитична на 𝜎(𝐴). Тогда 𝜎(𝜙(𝐴)) = 𝜙(𝜎(𝐴)).
Теорема 2. Спектр оператора 𝑆, заданного формулой (3) — множество

𝜎(𝑆) =

{︃
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑧
𝑘 | |𝑧| 6 1

}︃
.

Спектр оператора с линейно независимыми запаздываниями. Числа ℎ1, . . . , ℎ𝐾
называются линейно независимыми (относительно целых чисел), если равенство 𝑛1ℎ1 +
· · · + 𝑛𝐾ℎ𝐾 = 0, где 𝑛1, . . . , 𝑛𝐾 ∈ Z, возможно лишь при 𝑛1 = · · · = 𝑛𝐾 = 0.

Теорема 3 [4]. Если сдвиги ℎ1, . . . , ℎ𝐾 в операторе 𝑆, заданном формулой (1), линейно
независимы относительно целых чисел, то

𝜎(𝑆) =

{︃
𝜆 ∈ C | |𝜆| 6

𝐾∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|

}︃
.

Обратимость оператора 𝐼−𝑆. Знание спектра оператора внутренней суперпозиции
оказывается полезным при исследовании устойчивости функционально-дифференциаль-
ных уравнений нейтрального типа. В частности, обратимость оператора 𝐼 − 𝑆 является
необходимым условием экспоненциальной устойчивости таких уравнений.
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Следствие. Обратимость оператора 𝐼 − 𝑆 в 𝐿𝑝(R) эквивалентна

1) условию, что все корни уравнения
𝐾∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑧
𝑘 = 1 лежат вне единичного круга (для опе-

ратора 𝑆 с соизмеримыми запаздываниями);

2) условию
𝐾∑︀
𝑘=1

|𝑎𝑘| < 1 (для оператора с линейно независимыми запаздываниями).
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ФИНИТНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ ПО НЕПОЛНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ 
СИСТЕМ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА, 
НЕ УПРАВЛЯЕМЫХ В РАМКАХ

КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

В.Е. Хартовский

Рассмотрим линейную автономную дифференциально-разностную систему нейтраль-
ного типа с соизмеримыми запаздываниями(︀

𝐼𝑛 −𝐷(𝜆ℎ)
)︀
𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜆ℎ)𝑥(𝑡) +𝐵(𝜆ℎ)𝑢(𝑡), (1)

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝜆ℎ)𝑥(𝑡), 𝑡 > 0. (2)

Здесь 𝐼𝑘 ∈ R𝑘×𝑘 — единичная матрица, 𝜆ℎ — оператор сдвига (𝜆ℎ𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑗ℎ), ℎ =
= const > 0), 𝐷(𝜆) =

∑︀𝑚
𝑖=1 𝜆

𝑖𝐷𝑖, 𝐴(𝜆) =
∑︀𝑚

𝑖=0 𝜆
𝑖𝐴𝑖, 𝐶(𝜆) =

∑︀𝑚
𝑖=0 𝜆

𝑖𝐶𝑖, 𝐵(𝜆) =
∑︀𝑚

𝑖=0 𝜆
𝑖𝐵𝑖,

𝐷𝑖 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴𝑖 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵𝑖 ∈ R𝑛×𝑟 𝐶𝑖 ∈ R𝑙×𝑛.
Пусть 𝑝

𝐷
= 𝑑

𝑑𝑡
— оператор дифференцирования (𝑝𝑖

𝐷
𝑓(𝑡) = 𝑓 (𝑖)(𝑡)). Определим [1] класс

динамических гибридных дифференциально-разностных регуляторов (регулятор содер-
жит разностные и дифференциально-разностные уравнения)

𝑢(𝑡) = 𝑈01(𝑡, 𝑝𝐷
, 𝜆ℎ)𝑥1(𝑡) + 𝑈00(𝑡, 𝑝𝐷

, 𝜆ℎ)𝑦(𝑡) +𝑁02(𝜆ℎ)𝑥2(𝑡),

𝑥̇1(𝑡) = 𝑈11(𝑡, 𝑝𝐷
, 𝜆ℎ)𝑥1(𝑡) + 𝑈10(𝑡, 𝑝𝐷

, 𝜆ℎ)𝑦(𝑡),

𝑥2(𝑡) = 𝑁22(𝜆ℎ)𝑥2(𝑡) + 𝑈21(𝑡, 𝑝𝐷
, 𝜆ℎ)𝑥1(𝑡) + 𝑈20(𝑡, 𝑝𝐷

, 𝜆ℎ)𝑦(𝑡), 𝑡 > 𝑡1.

(3)

Здесь 𝑥𝑖 ∈ R𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, — вспомогательные переменные; матричные функции 𝑈𝑖𝑗(𝑡, 𝑝, 𝜆)
имеют вид 𝑈𝑖𝑗(𝑡, 𝑝, 𝜆) = 𝐾𝐼

𝑖𝑗(𝑝, 𝜆) + h(𝑡− 𝑡2)𝐾
𝐼𝐼
𝑖𝑗 (𝑝, 𝜆), 𝑖 = 0, 2, 𝑗 = 0, 1, где h(𝑡) — функция

Хевисайда вида h(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ≤ 0,
1, 𝑡 > 0;

𝐾𝐼
00(𝑝, 𝜆), 𝐾𝐼𝐼

00 (𝑝, 𝜆) ∈ R𝑟×𝑙[𝑝, 𝜆], 𝐾𝐼
01(𝑝, 𝜆), 𝐾𝐼𝐼

01 (𝑝, 𝜆) ∈
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∈ R𝑟×𝑛1 [𝑝, 𝜆], 𝐾𝐼
𝑖0(𝑝, 𝜆), 𝐾𝐼𝐼

𝑖0 (𝑝, 𝜆) ∈ R𝑛𝑖×𝑙[𝑝, 𝜆], 𝐾𝐼
𝑖1(𝑝, 𝜆), 𝐾𝐼𝐼

𝑖1 (𝑝, 𝜆) ∈ R𝑛𝑖×𝑛1 [𝑝, 𝜆], 𝑖 = 1, 2,
deg𝑝𝐾

𝐼
𝑖𝑗(𝑝, 𝜆) ≤ 1; 𝑁02(𝜆) ∈ R𝑟×𝑛2 [𝜆], 𝑁22(𝜆) ∈ R𝑛2×𝑛2 [𝜆], 𝑁22(0) = 0; 0 < 𝑡1 < 𝑡2.

Регулятор (3) представляет собой переменную обратную связь, которая в точке пе-
реключения 𝑡2 меняет свою структуру (как функция состояния). При 𝑡 > 𝑡2 структура
регулятора остается постоянной. Систему (1), (2), (3), при 𝑡 > 𝑡2 (т. е. при установившейся
структуре регулятора) назовем системой Σ1.

Пусть𝑊 (𝑝, 𝜆) = 𝑝
(︀
𝐼𝑛−𝐷(𝜆)

)︀
−𝐴(𝜆). При 𝑡 > 𝑡2 функции 𝑈𝑖𝑗(𝑡, 𝑝, 𝜆) представляют собой

полиномиальные матрицы, поэтому положим 𝑈𝑖𝑗(𝑡, 𝑝, 𝜆) = 𝑈𝑖𝑗(𝑝, 𝜆), 𝑡 > 𝑡2. Обозначим

𝑊1(𝑝, 𝜆) =

⎡⎣𝑊 (𝑝, 𝜆) −𝐵(𝜆)𝑈00(𝑝, 𝜆)𝐶(𝜆) −𝐵(𝜆)𝑈01(𝑝, 𝜆) −𝐵(𝜆)𝑁02(𝜆)
−𝑈10(𝑝, 𝜆)𝐶(𝜆) 𝑝𝐼𝑛1 − 𝑈11(𝑝, 𝜆) 0𝑛1×𝑛2

−𝑈20(𝑝, 𝜆)𝐶(𝜆) −𝑈21(𝑝, 𝜆) 𝐼𝑛2 −𝑁22(𝜆)

⎤⎦ .
Задача 1 [1]. Требуется построить регулятор (3), обеспечивающий выполнение следу-

ющих условий:
1) существует 𝑡* > 0 такое, что, каковы бы ни были начальные условия замкнутой

системы (1)–(3), компонента 𝑥 вектора решения col[𝑥, 𝑥1, 𝑥2] системы Σ1, удовлетворяет
тождеству 𝑥(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ≥ 𝑡*;

2) существует матрица 𝐻(𝜆) ∈ R𝑛×𝑛2 [𝜆] (|𝐻(𝜆)| = const ̸= 0) такая, что⎡⎣ 𝐼𝑛 0𝑛×𝑛1 𝐻(𝜆)
0𝑛1×𝑛 𝐼𝑛1 0𝑛1×𝑛2

0𝑛2×𝑛 0𝑛2×𝑛1 𝐼𝑛2

⎤⎦𝑊1(𝑝, 𝜆) =

[︂
𝑊 2(𝑝, 𝜆) 0(𝑛+𝑛1)×𝑛2

−𝑈(𝑝, 𝜆) 𝐼𝑛2 −𝑁22(𝜆)

]︂
, 𝑈(𝑝, 𝜆) ∈ R[𝑝, 𝜆],

𝑊 1(𝑝, 𝜆) =[︂
𝑊 (𝑝, 𝜆) −𝐵(𝜆)𝑈00(𝑝, 𝜆)𝐶(𝜆) −𝐻(𝜆)𝑈20(𝑝, 𝜆)𝐶(𝜆) −𝐵(𝜆)𝑈01(𝑝, 𝜆) −𝐻(𝜆)𝑈21(𝑝, 𝜆)

−𝑈10(𝑝, 𝜆)𝐶(𝜆) 𝑝𝐼𝑛1 − 𝑈11(𝑝, 𝜆)

]︂
;

3)
⃒⃒
𝑊 2(𝑝, 𝜆)

⃒⃒
= 𝑑Σ2(𝑝), 𝑑Σ2(𝑝) ∈ R[𝑝].

Регулятор, обеспечивающий выполнение условий 1)–3) задачи 1, назовем слабым ре-
гулятором финитной стабилизации по выходу.

Условие 2) говорит о том, что существуют описанные элементарные преобразования,
при помощи которых из системы Σ1 можно получить независимую подсистему (которую
можно интегрировать независимо от других уравнений системы) с характеристической
матрицей 𝑊 1(𝑝, 𝜆) и вектором-решения col[𝑥, 𝑥1] (назовем эту подсистему Σ0

1). Выполне-
ние условия 3) гарантирует, что система Σ0

1 является линейной автономной системой ней-
трального типа с сосредоточенными соизмеримыми запаздываниями и с конечным спек-
тром. Другими словами, в замкнутой системе Σ1 переменная 𝑥 удовлетворяет тождеству
𝑥(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ≥ 𝑡* и определяется как векторная компонента решения линейной автономной
системы нейтрального типа с характеристической матрицей 𝑊 1(𝑝, 𝑒

−𝑝ℎ), соизмеримыми
запаздываниями и конечным спектром.

Введем дескрипторное линейное уравнение с дискретным временем

𝐵0𝑔(𝑘 + 1) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖𝑔(𝑘 + 1 − 𝑖) = 0, 𝑘 = 𝑚,𝑚+ 1, . . . .

Решение этого уравнения при заданных начальных условиях 𝑔(𝑖) = ̂︀𝑔𝑖, 𝑖 = 1,𝑚,̂︀𝑔𝑖 ∈ R𝑟, существует тогда и только тогда [2], когда ̂︀𝑔𝑚+1−𝑖 = 𝑇𝑖𝑐, 𝑖 = 1,𝑚, где 𝑇𝑖 ∈ R𝑟×𝑟0

— некоторые матрицы, 𝑐 — произвольный вектор. Пусть 𝑆 ∈ R𝑟0×𝑟0 — решение системы



ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ И УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ 131

уравнений 𝐵0𝑇1𝑆 +
∑︀𝑚

𝑖=1𝐵𝑖𝑇𝑖 = 0, 𝑇𝑘𝑆 = 𝑇𝑘−1, 𝑘 = 2,𝑚. Положим 𝑇 = 𝑇𝑚, 𝐺0 = 𝐵0𝑇 ,
𝐺𝑖 = 𝐺𝑖−1𝑆 +𝐵𝑖𝑇 , 𝑖 = 1,𝑚− 1.

Теорема 1 [1]. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал слабый регулятор
финитной стабилизации по выходу необходимо и достаточно, чтобы

rank
[︀
𝑊 (𝑝, 𝑒−𝑝ℎ), 𝐵(𝑒−𝑝ℎ), 𝐺(𝑒−𝑝ℎ)

]︀
= 𝑛, 𝑝 ∈ C;

rank
[︀
𝐼𝑛 −𝐷(𝜆), 𝐵(𝜆), 𝐺(𝜆)

]︀
= 𝑛, 𝜆 ∈ C;

(6)

rank

[︂
𝑊 (𝑝, 𝑒−𝑝ℎ)
𝐶(𝑒−𝑝ℎ)

]︂
= 𝑛, 𝑝 ∈ C; rank

[︂
𝐼𝑛 −𝐷(𝜆)
𝐶(𝜆)

]︂
= 𝑛, 𝜆 ∈ C. (7)

Условия (6) при 𝐺(𝜆) = 0 являются условиями полной 0-управляемости и модальной
управляемости [3, 4]. То есть, представленные результаты позволяют обеспечить финит-
ную стабилизацию систем независимо от наличия классических свойств управляемости.
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О РАЗВИТИИ ДИСКРЕТНЫХ АНАЛОГОВ 
ТЕОРЕМ МЫШКИСА О 3/2

К.М. Чудинов

Введение. А.Д. Мышкис в конце 40-х гг. ХХ в. установил [1], что все решения диф-
ференциального уравнения с запаздывающим аргументом

𝑥̇(𝑡) + 𝛼(𝑡)𝑥(𝜏(𝑡)) = 0, 𝑡 ≥ 0, (1)

где 𝜏(𝑡) ≤ 𝑡 и 𝛼(𝑡) ≥ 0, при условии sup
𝑡≥0

𝛼(𝑡) · sup
𝑡≥0

(𝑡 − 𝜏(𝑡)) ≤ 3/2 устойчивы по Ляпунову,

а при выполнении строгого неравенства и дополнительном условии 𝑎(𝑡) ≥ 𝑚 > 0 асимп-
тотически устойчивы. Мышкис также показал, что константа 3/2 неулучшаема: строгое
неравенство нельзя заменить нестрогим, а в нестрогом нельзя заменить верхние грани
верхними пределами. Теоремы Мышкиса «о 3/2» послужили отправной точкой исследо-
ваний уравнений с последействием на предмет условий устойчивости, явно выраженных
через параметры уравнения. Наиболее сильные результаты, обобщающие теоремы Мыш-
киса о 3/2, систематизированы в работе [2].

Первые аналоги теорем о 3/2 для дискретного аналога уравнения (1) были установлены
в 1990-х гг. Наиболее законченный вид такие результаты приобрели в работе [3].
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Недавно [4] был обнаружен подход, позволяющий сделать ряд принципиальных усиле-
ний основных результатов работы [2] для уравнения (1). В настоящей работе рассматри-
ваются подобные усиления некоторых результатов из [3].

Основные результаты. Символом N𝑚, где 𝑚— целое неотрицательное число, будем
обозначать множество всех целых чисел, не меньших 𝑚. Положим ∆𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛+1)−𝑥(𝑛).

Рассмотрим разностное уравнение

∆𝑥(𝑛) + 𝑎(𝑛)𝑥(ℎ(𝑛)) = 0, 𝑛 ∈ N0, (2)

где 𝑎 : N0 → R, ℎ : N0 → Z, ℎ(𝑛) ≤ 𝑛, 𝑎(𝑛) ≥ 0.
Назовем решением уравнения (2) на множестве N𝑚 функцию 𝑥 : N𝑚 → R, удовлетво-

ряющую равенству (2) для 𝑛 ∈ N𝑚, в котором для 𝜉 ≤ 𝑚 полагается 𝑥(𝜉) = 𝜙(𝜉), где
𝜙— заданная начальная функция. Нетрудно видеть, что для любой начальной функции,
заданной для 𝜉 ≤ 𝑚, решение уравнения (2) на множестве N𝑚 существует и единственно.

Определение. Уравнение (2) называется равномерно устойчивым, если для некото-
рой константы 𝑁 > 0 для любого 𝑚 ∈ N0 и любого решения уравнения (2) на множестве
N𝑚 верно, что

|𝑥(𝑛)| ≤ 𝑁 sup
𝜉≤𝑚

|𝜙(𝜉)|, 𝑛 ∈ N𝑚.

Предложение 1 [3]. Если для некоторого 𝑛0 ∈ N0 справедливо неравенство

sup
𝑛∈N0

𝑛∑︁
𝑚=ℎ(𝑛)

𝑎(𝑚) ≤ 3/2,

то уравнение (2) равномерно устойчиво.
В предложении 1 константу 3/2 нельзя увеличить; более того, точную верхнюю грань

нельзя заменить верхним пределом.
Положим 𝜇(𝜉) = 0, если 𝜉 < 0; 𝜇(𝜉) = 𝜉, если 𝜉 ∈ [0, 1]; 𝜇(𝜉) = 1, если 𝜉 > 1.
Для каждого 𝑛 ∈ N0 определим множество 𝐸𝑛 = {𝑚 ∈ N𝑛 | ℎ(𝑚) ≤ 𝑛} и функцию

𝜂𝑛(𝑚) =

{︃
1, 𝑚 ∈ 𝐸𝑛,

0, 𝑚 /∈ 𝐸𝑛.

Теорема 1. Если для некоторого 𝑛0 ∈ N0 справедливо неравенство

sup
𝑛∈N𝑛0 ,𝛿∈[0,1]

⎡⎣ ∞∑︁
𝑚=𝑛

𝜇

⎛⎝𝛿 · 𝜂𝑛(𝑚) +
𝑛−1∑︁

𝑘=ℎ(𝑚)

𝑎(𝑘)

⎞⎠ 𝑎(𝑚) − 𝛿

⎤⎦ ≤ 1,

то уравнение (2) равномерно устойчиво.
Предложение 1 является следствием теоремы 1, при этом существуют уравнения, устой-

чивость которых устанавливается теоремой 1, но не устанавливается предложением 1.
Однако теорема 1 содержит параметр 𝛿, затрудняющий ее применение. Следующие два
утверждения формально слабее теоремы 1, но проще в применении.

Теорема 2. Если для некоторого 𝑛0 ∈ N0 справедливо неравенство

sup
𝑛∈N𝑛0

∞∑︁
𝑚=𝑛

𝜇

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=ℎ(𝑚)

𝑎(𝑘)

⎞⎠ 𝑎(𝑚) ≤ 1,
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то уравнение (2) равномерно устойчиво.
Теорема 3. Если для некоторого 𝑛0 ∈ N0 для всех 𝑛 ∈ N𝑛0 справедливо неравенство

∞∑︁
𝑚=𝑛

𝜇

⎛⎝ 𝑛−1∑︁
𝑘=ℎ(𝑚)

𝑎(𝑘)

⎞⎠ 𝑎(𝑚) ≤ 2 −
∞∑︁

𝑚=𝑛

𝑎(𝑚)𝜂𝑛(𝑚),

то уравнение (2) равномерно устойчиво.
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МОДАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ОДНОЙ ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМОЙ 
ЗАПАЗДЫВАЮЩЕГО ТИПА 

С СОИЗМЕРИМЫМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

А.А. Якименко

Рассмотрим двумерную систему запаздывающего типа

𝑥̇ =
𝑛∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗𝑥(𝑡− 𝑗ℎ) + 𝑏𝑢. (1)

где 𝑥, 𝑏 ∈ R2, 𝐴𝑗 ∈ R2×2, 𝑗 = 1, . . . 𝑛, ℎ > 0 – постоянное запаздывание, 𝑏′ = [0 1],( (·)′
означает транспонирование).

Характеристическое уравнение разомкнутой (с нулевым управлением) системы (1) име-
ет вид

det

[︃
𝑛∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ − 𝜆𝐼2

]︃
≡ 𝜆2 + (

𝑛∑︁
𝑗=0

𝛼̃1𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ)𝜆+

2𝑛∑︁
𝑗=0

𝛼̃2𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ = 0,

где 𝐼2 – единичная матрица второго порядка, 𝛼̃1𝑗, 𝛼̃2𝑗 ∈ R.
Замкнём систему (1) регулятором вида

𝑢 = 𝜂1(𝑥1) + 𝜂2(𝑥2), (2)

где

𝜂𝑖(𝑥𝑖) =
𝐿∑︁

𝑗=0

𝛽𝑖𝑗𝑥𝑖(𝑡− 𝑗ℎ) +

∫︁ 0

−𝑀ℎ

𝑔𝑖(𝑠)𝑥𝑖(𝑡+ 𝑠)𝑑𝑠, 𝑖 = 1, 2; 𝑀,𝐿 ∈ N.
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Задача модального управления состоит в том, чтобы найти такой регулятор вида (2),
что для любых наперед заданных чисел 𝛼1𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝛼2𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛 характеристи-
ческое уравнение замкнутой этим регулятором системы (1) имеет вид

𝜆2 + (
𝑛∑︁

𝑗=0

𝛼1𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ)𝜆+

2𝑛∑︁
𝑗=0

𝛼2𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ = 0.

Пусть матрица 𝐴(𝑒−𝑗𝜆ℎ) =
∑︀𝑛

𝑗=0𝐴𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ имеет вид:

𝐴(𝑒−𝑗𝜆ℎ) =

(︂
𝑎0 𝑏(𝑒−𝑗𝜆ℎ)

𝑎21(𝑒
−𝑗𝜆ℎ) 𝑎22(𝑒

−𝑗𝜆ℎ)

)︂
,

где 𝑏(𝑒−𝑗𝜆ℎ) =
∑︀𝑛

𝑗=0 𝑏𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ, 𝑎21(𝑒

−𝑗𝜆ℎ) =
∑︀𝑛

𝑗=0 𝑎21𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ, 𝑎22(𝑒

−𝑗𝜆ℎ) =
∑︀𝑛

𝑗=0 𝑎22𝑗𝑒
−𝑗𝜆ℎ.

Обозначим 𝑚 = 𝑒−𝜆ℎ, 𝑘 = 𝑒−𝑎0ℎ, 𝛿 =
∑︀𝑛

𝑗=0 𝑏𝑗𝑘
𝑗, 𝜇1 =

∑︀𝑛
𝑗=0 𝛼1𝑗𝑚

𝑗, 𝜇2 =
∑︀2𝑛

𝑗=0 𝛼2𝑗𝑚
𝑗.

Замкнутая регулятором (2) система (1) имеет характеристическое уравнение вида⃒⃒⃒⃒
𝑎0 − 𝜆 𝑏(𝑚)

𝑎21(𝑚) + 𝜂1 𝑎22(𝑚) + 𝜂2 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
= 0,

где 𝜂𝑖, 𝑖 = 1, 2 – это части 𝜂𝑖(𝑥𝑖) регулятора (2) в частотной области. Нахождение таких
частей, а затем по ним и регулятора (2) и составляет суть решения задачи модального
управления.

Имеет место следующая
Теорема. Для того, чтобы система (1) была модально управляема, необходимо и

достаточно выполнения условия 𝛿 ̸= 0. При этом

𝜂1 = −𝑎21(𝑚) − 𝑎20 + 𝑎0𝜇1 + 𝜇2

𝛿
,

𝜂2 = −𝑎22(𝑚) − 𝑎0 − 𝜇1 +
𝑎20 + 𝑎0𝜇1 + 𝜇2

𝛿

(︃
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑘𝑗
𝑛−𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖+𝑗+1𝑚
𝑖

)︃
𝑚− 𝑘

𝜆− 𝑎0
.

CHARACTERIZATION OF 𝐷-STABLE MATRICES

O.Y. Kushel

The concept of matrix 𝐷-stability, introduced by Arrow and McManus [1], requires that a
matrix remains stable under multiplication by any positive diagonal matrix. This property is
fundamental in economics (multi-market equilibrium stability), ecology (Lotka-Volterra mod-
els), and control theory (robust stability under diagonal perturbations). Despite decades of
research, a complete characterization of 𝐷-stability for dimensions 𝑛 > 4 remains an open
problem.

We propose a new recursive framework for testing 𝐷-stability based on Johnson’s [2] equiv-
alent condition: an 𝑛× 𝑛 matrix A is 𝐷-stable if and only if

det(A + 𝑖D) ̸= 0
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for all positive diagonal matrices D = diag{𝑑11, . . . , 𝑑𝑛𝑛}. We introduce a delete/zero algo-
rithm that systematically processes the diagonal entries 𝑑𝑖𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, generating a binary
tree of matrices with decreasing numbers of variables. This yields recurrence relations for the
real and imaginary parts

𝑃 = Re det(A + 𝑖D)

and
𝑄 = Im det(A + 𝑖D).

At first recursion step, we obtain two matrices: A0, obtained by deleting the last row and
column from A + 𝑖D and A1 obtained from A + 𝑖D by zeroing the last diagonal entry in D.
Then we define four polynomials in 𝑛− 1 variables 𝑑11, . . . , 𝑑𝑛−1,𝑛−1:

𝑃𝑗 = Re det(A𝑗), 𝑄𝑗 = Im det(A𝑗), 𝑗 = 1, 2.

Our main theoretical result translates Johnson’s condition into a necessary and sufficient
condition, expressed in terms of the polynomials

𝐹 (0, 1) = 𝑃0𝑃1 +𝑄0𝑄1;

and
𝐺(0, 1) = 𝑃0𝑄1 − 𝑃1𝑄0.

We then apply our framework to a structured subclass of 4 × 4 matrices with at least two
zero entries on the principal diagonal. For this subclass, we obtain a complete characteri-
zation of 𝐷-stability in terms of explicit determinantal inequalities. We compare our results
with the classical criteria of Kanovei and Logofet [3], demonstrating that our conditions are
both necessary and sufficient, while previous results were only sufficient or required additional
assumptions.

This work was supported by the State Research Program ”Convergence-2030” of NAS of
Belarus (assignment 1.08.2)
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MATHEMATICAL MODELING THE UNOBSERVED PART 
OF THE BIDIRECTIONAL GRAPH 

IN THE SENSOR LOCATION PROBLEM

L.A. Pilipchuk

Let us consider a finite connected bidirectional graph (network) 𝐺 = (𝐼, 𝑈). Denote by
𝑥𝑖𝑗 the unknown flow on the arc (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 and by 𝑥𝑖 the unknown external flow into the
node 𝑖 ∈ 𝐼* ⊆ 𝐼. The bidirectional graph 𝐺 has the following property: if there exists an arc
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(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 with the flow 𝑥𝑖𝑗 then there exists an arc (𝑗, 𝑖) ∈ 𝑈 with the flow 𝑥𝑗𝑖. We represent
the traffic flow as follows:

∑︁
𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈)

𝑥𝑖𝑗 −
∑︁

𝑗∈𝐼−𝑖 (𝑈)

𝑥𝑗𝑖 =

{︂
0, 𝑖 ∈ 𝐼 ∖ 𝐼*,
𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼*,

(1)

where 𝐼+𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈}, 𝐼−𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 : (𝑗, 𝑖) ∈ 𝑈}. For the external flow the
following condition holds:

∑︀
𝑖∈𝐼* 𝑥𝑖 = 0. Suppose that for each arc (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 one knows the

fraction 𝑝𝑖𝑗 ∈ (0, 1] of the total flow
∑︀

𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈) 𝑥𝑖𝑗 going out of the node 𝑖 ∈ 𝐼.

In order to collect the information about the flow function of kind (1) for the bidirectional
network 𝐺 we install sensors in the monitored nodes 𝑀 ⊆ 𝐼, while the set 𝑀 of monitored
nodes coincides with the set 𝐼* of nodes with nonzero external flow: 𝑀 = 𝐼*. As a result, the
following information is received from the installed sensors:

𝑥𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑗, 𝑗 ∈ 𝐼+𝑖 (𝑈); 𝑥𝑗𝑖 = 𝑓𝑗𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼−𝑖 (𝑈); 𝑥𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑖 ∈𝑀 = 𝐼*. (2)

In Sensor Location Problem (SLP) the flows 𝑥𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐻1 on every incoming and
outgoing arc for the set of monitored nodes 𝑀 = 𝐼* are known as well as the external flows
𝑥𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑖 ∈ 𝑀 (2), where 𝑀 = 𝐼*. We substitute the known values of the variables (2) into
the system of equations (1) and remove the arcs of the set 𝐻1 and the monitored nodes 𝑀 = 𝐼*

from the graph 𝐺. The bidirectional graph 𝐺′ = (𝐼 ′, 𝑈 ′) is obtained after removing nodes and
arcs with known values (2) from graph 𝐺.

Let 𝐶𝑆(𝑀) be the cut of the graph (network) 𝐺 [1] relative to the set 𝑀 = 𝐼*. Let
𝐼(𝐶𝑆(𝑀)) be the set of nodes incident to the edges of 𝐶𝑆(𝑀). We form the sets: 𝑀+ =
𝐼(𝐶𝑆(𝑀)) ∖𝑀, 𝑀* = 𝑀

⋃︀
𝑀+ and 𝐼 ∖𝑀*.

We consider the nodes of the set 𝑖 ∈ 𝑀+ = 𝐼(𝐶𝑆(𝑀)) ∖𝑀 . If the conditions
⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1

are met and there is an arc (𝑖, 𝑣𝑖) with the known flow 𝑓𝑖,𝑣𝑖 , (𝑖, 𝑣𝑖) ∈ 𝑈 going out of the node
𝑖 ∈𝑀+ of the graph 𝐺 then the outgoing flow 𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ′ for graph 𝐺′ can be expressed for
the node 𝑖 ∈𝑀+ as follows:

𝑥𝑖𝑗 =
𝑝𝑖,𝑗
𝑝𝑖,𝑣𝑖

𝑓𝑖,𝑣𝑖 , 𝑖 ∈𝑀+, 𝑗 ∈ 𝐼+𝑖 (𝑈 ′), 𝑣𝑖 ∈ 𝐼,
⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1. (3)

Let us substitute (3) into the system of equations for the graph 𝐺′. Let’s continue removing
the arcs with known flows (3) from the graph 𝐺′ = (𝐼 ′, 𝑈 ′). We have the resulting graph
𝐺 = (𝐼, 𝑈) (the unobserved part of the graph 𝐺). The flows 𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 on the arcs coming
from the nodes 𝐼 ∖𝑀* are unknown. So we form the additional equations of type (3) if the
conditions 𝑖 ∈ 𝐼 ∖𝑀*, 𝑗 ∈ 𝐼+𝑖 (𝑈), 𝑣𝑖 ∈ 𝐼,

⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1 are met.

Then the system of equations to get the unknown flows 𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 has the form∑︁
𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈)

𝑥𝑖𝑗 −
∑︁

𝑗∈𝐼−𝑖 (𝑈)

𝑥𝑗𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, (4)

𝑥𝑖𝑗 =
𝑝𝑖,𝑗
𝑝𝑖,𝑣𝑖

𝑥𝑖,𝑣𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 ∖𝑀*, 𝑗 ∈ 𝐼+𝑖 (𝑈), 𝑣𝑖 ∈ 𝐼,
⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1, (5)

where 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 are constants obtained from the system (1) as result of using the a priori
information (2), (3), 𝐼+𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈}, 𝐼−𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 : (𝑗, 𝑖) ∈ 𝑈}.
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For each arc (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 be known split ratio 𝑝𝑖𝑗 ∈ (0, 1] for the total outgoing flow
∑︀

𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈) 𝑥𝑖𝑗
which outgoing from the node ∀𝑖 ∈ 𝐼 for flow 𝑥𝑖𝑗:

𝑥𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗
∑︁

𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈)

𝑥𝑖𝑗.

As a result of localization special programmable devices (sensors) in nodes 𝑀 = 𝐼* of the
bidirectional graph(network) 𝐺 = (𝐼, 𝑈) and collection of information the system of equations
to get the unknown flows 𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 for the unobserved part 𝐺 = (𝐼, 𝑈) of bidirectional
graph (network) 𝐺 = (𝐼, 𝑈) relative to the set 𝑀 = 𝐼* of observed nodes 𝑀 ⊆ 𝐼,𝑀 = 𝐼* has
the form ∑︁

𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈)

𝑥𝑖𝑗 −
∑︁

𝑗∈𝐼−𝑖 (𝑈)

𝑥𝑗𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, (6)

𝑥𝑖𝑗 =
𝑝𝑖,𝑗
𝑝𝑖,𝑣𝑖

𝑥𝑖,𝑣𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 ∖𝑀*, 𝑗 ∈ 𝐼+𝑖 (𝑈), 𝑣𝑖 ∈ 𝐼,
⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1, (7)

where 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 are constants obtained from the system (1) using the a priori information (2),
𝐼+𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈}, 𝐼−𝑖 (𝑈) = {𝑗 ∈ 𝐼 : (𝑗, 𝑖) ∈ 𝑈}.

Theorem. If for the unobserved part 𝐺 = (𝐼, 𝑈) of bidirectional graph (network) 𝐺 =
(𝐼, 𝑈) the conditions

⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
≤ 1, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐼+𝑖 (𝑈) are met then the system∑︁
𝑗∈𝐼+𝑖 (𝑈)

𝑥𝑖𝑗 −
∑︁

𝑗∈𝐼−𝑖 (𝑈)

𝑥𝑗𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, (8)

has the unique solution.
The proof of the theorem is given in [1].
Example 1. Figure 1 shows the finite connected bidirectional graph 𝐺 = (𝐼, 𝑈) and the

set of nodes 𝐼* = {2, 3, 6, 7} with non-zero external flows are marked with squares.

Fig. 1. Bidirectional graph 𝐺 = (𝐼, 𝑈)

We will build the suboptimal solution of the Sensor Location Problem for the graph 𝐺. The
set 𝑀 = 𝐼* = {2, 3, 6, 7} is the observed nodes for the graph 𝐺 shown in Figure 1.

For the given bidirectional graph 𝐺 (Fig. 1) the system of equations of type (1) has the
form

𝑥1,2 + 𝑥1,5 − 𝑥2,1 − 𝑥5,1 = 0,

𝑥2,1 + 𝑥2,6 − 𝑥1,2 − 𝑥6,2 = 𝑥2,

𝑥3,4 + 𝑥3,6 − 𝑥4,3 − 𝑥6,3 = 𝑥3,
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𝑥4,3 + 𝑥4,7 + 𝑥4,8 − 𝑥3,4 − 𝑥7,4 − 𝑥8,4 = 0,

𝑥5,1 − 𝑥1,5 = 0, (9)

𝑥6,2 + 𝑥6,3 + 𝑥6,7 − 𝑥2,6 − 𝑥3,6 − 𝑥7,6 = 𝑥6,

𝑥7,4 + 𝑥7,6 − 𝑥4,7 − 𝑥6,7 = 𝑥7,

𝑥8,4 − 𝑥4,8 = 0.

Consider the cut of the graph (network) 𝐺 with the set 𝑀 = 𝐼*, and the set 𝐼 ∖𝑀 = 𝐼 ∖𝐼*).
Let 𝐶𝑆(𝑀) be the cut-set (of arcs) and 𝐼(𝐶𝑆(𝑀)) be the set of nodes incident to the edges of
𝐶𝑆(𝑀).

In Sensor Location Problem (SLP) are known the flows 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑓𝑖,𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐻1 on every
incoming and outgoing arc of the set:

𝐻1 = {(1, 2), (2, 1), (2, 6), (6, 2), (3, 4), (4, 3), (3, 6), (6, 3), (6, 7), (7, 6), (4, 7), (7, 4)

for each node 𝐼* = {2, 3, 6, 7} where 𝑀 = 𝐼* = {2, 3, 6, 7} (is the set of observed nodes) as well
as are known the external flows 𝑥𝑖 = 𝑓𝑖, 𝑖 ∈𝑀

⋂︀
𝐼* = 𝐼* = {2, 3, 6, 7}.

We form the sets:

𝐶𝑆(𝑀) = {(1, 2), (2, 1), (4, 3), (3, 4), (4, 7), (7, 4)};

𝑀+ = 𝐼(𝐶𝑆(𝑀)) ∖𝑀 = {1, 4};

𝑀* = 𝑀
⋃︁

𝑀+ = {2, 3, 6, 7}
⋃︁

{1, 4} = {2, 3, 6, 7, 1, 4};

and

𝐼 ∖𝑀* = {5, 8}.

We substitute the known values of the variables into the system of equations (9) and remove
from the graph 𝐺 the arcs 𝐻1 and the observed nodes 𝑀 = 𝐼* = {2, 3, 6, 7}.

The resulting bidirectional graph 𝐺′ = (𝐼 ′, 𝑈 ′) is shown in figure 2 (on the left). Graph 𝐺
(unobservable part of the graph 𝐺) is represented in figure 2 (on the right).

Fig. 2. Bidirectional graph 𝐺′ = (𝐼 ′, 𝑈 ′) (on the left)

and graph 𝐺 = (𝐼, 𝑈) (on the right)

If the following conditions are executed:
⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1 and there is an arc (𝑖, 𝑣𝑖) with a

known outgoing flow 𝑓𝑖,𝑣𝑖 ∈ 𝑈 for node 𝑖 ∈ 𝑀+ of the graph 𝐺 then unobserved outgoing flow
𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ′ for graph 𝐺′ can be expressed for node 𝑖 ∈𝑀+ through any known flow 𝑓𝑖,𝑣𝑖 ∈ 𝑈
as follows

𝑥𝑖𝑗 =
𝑝𝑖,𝑗
𝑝𝑖,𝑣𝑖

𝑓𝑖,𝑣𝑖 , 𝑗 ∈ 𝐼+𝑖 (𝑈 ′),
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For the node 𝑖 ∈𝑀+ = 𝐼(𝐶𝑆(𝑀)) ∖𝑀 unobserved outgoing flows 𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 ′ for graph
𝐺′ can be expressed by through known observed outgoing flow 𝑥𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈 . The following
conditions

⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1 are executed for known observed outgoing flow 𝑓1,2 ∈ 𝑈 and 𝑓4,3 ∈ 𝑈 :

𝑥1,5 =
𝑝1,5
𝑝1,2

𝑓1,2, 𝑥4,8 =
𝑝4,8
𝑝4,3

𝑓4,3. (10)

Note that in example 1 the conditions
⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1 for the nodes 𝑖 ∈ 𝐼 ∖𝑀* = {5, 8} are

not met:
⃒⃒
𝐼+5 (𝑈)

⃒⃒
= 1 and

⃒⃒
𝐼+8 (𝑈)

⃒⃒
= 1.

We substitute the known values of the flows (10) into the system of equations (9). Let’s
continue the removal process for the arcs of the known values of the flows from the bidirectional
graph 𝐺′. The resulting graph 𝐺 = (𝐼, 𝑈) (the unobservable part of the graph 𝐺) is shown in
figure 2 (on the right).

We assume that the sensors are ideal, i.e. the data received from the sensors are accurate.
Thus the system (9) takes the following form

𝑓1,2 − 𝑓2,1 − 𝑥5,1 +
𝑝1,5
𝑝1,2

𝑓1,2 = 0,

𝑥5,1 −
𝑝1,5
𝑝1,2

𝑓1,2 = 0, (11)

𝑓4,3 + 𝑓4,7 − 𝑓3,4 − 𝑓7,4 +
𝑝4,8
𝑝4,3

𝑓4,3 − 𝑥8,4 = 0,

𝑥8,4 −
𝑝4,8
𝑝4,3

𝑓4,3 = 0.

As the matrix of the system (11) is a block-diagonal incidence matrix of graph 𝐺, then its
rank is equal to the sum of ranks of matrices of the systems corresponding to the two connected
components 𝐺1 = {𝐼1, 𝑈1}, 𝐺2 = {𝐼2, 𝑈2} of the graph 𝐺 (figure 2, on the right), where

𝐼1 = {1, 5}, 𝑈1 = {(5, 1)}, 𝐼2 = {4, 8}, 𝑈2 = {(8, 4)}.

The number of unknowns of the system (11) is 2: 𝑥5,1, 𝑥8,4 (correspond to the arcs of the
graph 𝐺 = (𝐼, 𝑈)). The rank of the sparse incidence matrix of the graph 𝐺 for system (11) is
also equal to 2. Hence the system (11) has a unique solution:

𝑥5,1 = 𝑓1,2 − 𝑓2,1 +
𝑝1,5
𝑝1,2

𝑓1,2, 𝑥8,4 = 𝑓4,3 + 𝑓4,7 − 𝑓3,4 − 𝑓7,4 +
𝑝4,8
𝑝4,3

𝑓4,3.

There are no additional equations of type (7), since the conditions
⃒⃒
𝐼+𝑖 (𝑈)

⃒⃒
> 1 for nodes

𝑖 ∈ 𝐼 = {1, 5, 4, 8} are not fulfilled.
To construct the analytical and numerical solutions of the system with incidence matrix of

graph 𝐺 effective methods, algorithms and technologies of sparse matrix analysis are used [1].
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