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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД ФУРЬЕ (ОМФ)
В УРАВНЕНИИ БОРНА-ИНФЕЛЬДА (БИ)

И.Е. Андрушкевич

Уравнение Борна-Инфельда имеет вид [1]

(︃
𝑎−

(︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

)︂2
)︃
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+2

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡
−

(︃
𝑏+

(︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︂2
)︃
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 0,

(1)
где 𝑎,𝑏 – числовые параметры, определяемые физикой задачи. Оно используется в нели-
нейной электродинамике для моделирования соответствующих физических явлений. Ко-
личество известных его решений весьма ограничено [1]. По этой причине актуальность
задачи нахождения аналитических решений уравнения (1) представляется несомненной.

В данной работе для построения решений уравнения (1) мы впервые воспользуемся
ОМФ-3 [2].

Осуществив в (1) 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1/𝑣(𝑥, 𝑡), для функции 𝑣(𝑥, 𝑡) получаем уравнение с частны-
ми производными

2𝑎𝑣3𝑣2𝑥 − 𝑎𝑣4𝑣𝑥𝑥 + 𝑣2𝑡 𝑣𝑥𝑥 − 2𝑣𝑡𝑣𝑥𝑣𝑥𝑡 − 2𝑏𝑣3𝑣2𝑡 + 𝑏𝑣4𝑣𝑡𝑡 + 𝑣2𝑥𝑣𝑡𝑡 = 0. (2)

Решение уравнения (2) ищем в виде

𝑣(𝑥, 𝑡) = 1 + 𝜒1(𝑥)𝜏1(𝑡) + 𝜒2(𝑥)𝜏2(𝑡), (3)

где 𝜒1(𝑥), 𝜏1(𝑡), 𝜒2(𝑥), 𝜏2(𝑡)− неизвестные функции соответствующих переменных.
Подставляя (3) в (2), сводим последнее к билинейному функциональному уравнению

75∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖(𝑥)𝜙𝑖(𝑡) = 0. (4)

Ввиду большого количества слагаемых в (4) приведем только первые 24:

𝜙1 = 𝜏 31 , 𝜓1 = 6𝑎𝜒1 (𝜒′
1)

2 − 6𝑎𝜒2
1𝜒

′′
1;𝜙2 = 𝜏 32 , 𝜓2 = 6𝑎𝜒2 (𝜒′

2)
2 − 6𝑎𝜒2

2𝜒
′′
2;

𝜙3 = (𝜏 ′1)
2
𝜏1, 𝜓3 = 𝜒2

1𝜒
′′
1 − 6𝑏𝜒3

1 − 2𝜒1 (𝜒′
1)

2
;𝜙4 = (𝜏 ′2)

2
𝜏2, 𝜓4 = 𝜒2

2𝜒
′′
2 − 6𝑏𝜒3

2 − 2𝜒2 (𝜒′
2)

2
;

𝜙5 = 𝜏 21 𝜏
′′
1 , 𝜓5 = 6𝑏𝜒3

1 + 𝜒1 (𝜒′
1)

2
;𝜙6 = 𝜏 22 𝜏

′′
2 , 𝜓6 = 6𝑏𝜒3

2 + 𝜒2 (𝜒′
2)

2
;

𝜙7 = 𝜏 51 , 𝜓7 = 2𝑎𝜒3
1 (𝜒′

1)
2 − 𝑎𝜒4

1𝜒
′′
1;𝜙8 = 𝜏 52 , 𝜓8 = 2𝑎𝜒3

2 (𝜒′
2)

2 − 𝑎𝜒4
2𝜒

′′
2;

𝜙9 = 𝜏 41 , 𝜓9 = 6𝑎𝜒2
1 (𝜒′

1)
2 − 4𝑎𝜒3

1𝜒
′′
1;𝜙10 = 𝜏 42 , 𝜓10 = 6𝑎𝜒2

2 (𝜒′
2)

2 − 4𝑎𝜒3
2𝜒

′′
2;
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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

А.Б. Бекиев

Краевые задачи для уравнений четвёртого порядка находят широкое применение при
моделировании процессов в различных областях науки и техники: при изучении динами-
ки сжимаемой стратифицированной жидкости, распространения волн в диспергирующих
средах, вибраций кораблей, колебаний стержней, балок и пластин.

Классификация уравнений четвёртого порядка с двумя независимыми переменными
дана в монографии [1]. Нелинейное биволновое уравнение четвертого порядка рассмотрено
в работе [2]. Начально-граничные задачи для колебаний балки исследуются в работе [3].

В данной работе для уравнения четвертого порядка в прямоугольной области рассмот-
рена граничная задача. Решение задачи построено в виде суммы ряда по собственным
функциям соответствующей спектральной задачи.

В области
Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 𝑞}

рассмотрим уравнение
𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑦𝑦𝑦 + 𝑢𝑦 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑏2𝑢 = 0. (1)

где 𝑏 = const.
Задача 1. Найти в области Ω функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющую условиям:

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶3,1
𝑥,𝑦(Ω̄) ∩ 𝐶4,3

𝑥,𝑦(Ω);

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω;

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝑞) = 𝜂(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;

𝑢(1, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝑢𝑥(1, 𝑦), 𝑢𝑥𝑥(0, 𝑦) = 0,

𝑢𝑥𝑥𝑥(0, 𝑦) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(1, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑞,

где 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝜂(𝑥) — заданные функции, причём

𝜙(1) = 𝜂(1) = 𝜓(1) = 0,

𝜙(2𝑖+1)(0) = 𝜙(2𝑖+1)(1), 𝜂(2𝑖+1)(0) = 𝜂(2𝑖+1)(1), 𝑖 = 0, 1,

𝜙′′(0) = 𝜂′′(0) = 0.

Обратная задача для уравнения (1) без слагаемого 𝑢𝑦 рассмотрена в работе [4], а пря-
мая задача при 𝑏 = 0 без слагаемого 𝑢𝑦 изучена в работе [5].

Теорема 1. Пусть функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝜂(𝑥) удовлетворяют условиям:

𝜙, 𝜂 ∈ 𝐶5[0, 1], 𝜓 ∈ 𝐶4[0, 1],

𝜙(1) = 𝜙′′(0) = 𝜙(4)(1) = 0, 𝜙′(0) = 𝜙′(1), 𝜙′′′(0) = 𝜙′′′(1),

𝜂(1) = 𝜂′′(0) = 𝜂(4)(1) = 0, 𝜂′(0) = 𝜂′(1), 𝜂′′′(0) = 𝜂′′′(1),
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При этом у полиномов 𝑢𝑗𝑖 степени таковы, что max { deg 𝑢𝑗𝑖 : 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 } = 𝑝𝑗,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚, а max { 𝑝𝑗 : 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 } = 𝑝.

В работах [2, 3] получен критерий, когда по достаточному количеству комплексно-
значных частных интегралов находится первый интеграл Дарбу системы уравнений с
частными производными (1), заданной в комплекснозначном фазовом пространстве. Ко-
личество частных интегралов, достаточное для аналитического выражения первого ин-
теграла Дарбу системы уравнений с частными производными первого порядка (1), равно

𝑙 =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝐶 𝑛
𝑛+𝑝𝑗−1+1 и зависит лишь от чисел 𝑛, 𝑚, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚. Если учитывать свойства част-

ных интегралов системы (1), то построение ее первых интегралов можно осуществить по
гораздо меньшему числу частных интегралов. В данной работе выделены такие свойства
вещественных полиномиальных частных интегралов, при выполнении которых первый
интеграл Дарбу системы уравнений с частными производными (1) строится по меньшему
количеству частных интегралов. Введем следующее понятие [4, с. 188]: для системы (1)
полином

𝜔 : 𝑥→ 𝜔(𝑥) ∀𝑥 ∈ R𝑛, 𝐸𝜔 ⊂ R

является вещественным полиномиальным частным интегралом тогда и только тогда, когда
выполняется система тождеств

L𝑗𝜔(𝑥) = 𝜔(𝑥)𝑊𝑗(𝑥) ∀𝑥 ∈ R𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

где 𝑊𝑗 : R𝑛 → R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, суть полиномы.
Так, например, имеет место следующее утверждение.
Теорема. Пусть система уравнений с частными производными первого порядка (1)

имеет вещественные полиномиальные частные интегралы 𝜔𝑙 : 𝑥 → 𝜔𝑙(𝑥), 𝑙 = 1, . . . , 𝑠,
такие, что

L𝑗𝜔𝑙(𝑥) = 𝜆𝑗𝑙 𝜔𝑙(𝑥) 𝑀𝑗(𝑥) ∀𝑥 ∈ R𝑛, 𝜆𝑗𝑙 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑙 = 1, . . . , 𝑠, (2)

где 𝑀𝑗 : R𝑛 → R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 – полиномы, а 𝑟𝑎𝑛𝑘 ‖𝜆𝑗 𝑙‖𝑚×𝑠 < 𝑠. Тогда функция

𝐹 : 𝑥→
𝑠∏︁

𝑙=1

𝜔
𝛾𝑙
𝑙 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝐺 ⊂ R𝑛, 𝛾𝑙 ∈ R, 𝑙 = 1, . . . , 𝑠,

𝑠∑︁
𝑙=1

|𝛾𝑙| ≠ 0,

где вещественные числа 𝛾𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑠, находятся из системы
𝑠∑︀

𝑙=1

𝜆𝑗 𝑙𝛾𝑙 = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

при условии
𝑠∑︀

𝑙=1

|𝛾𝑙| ≠ 0 , является первым интегралом на области 𝐺 системы с частны-

ми производными (1).
Пример. Рассмотрим линейную однородную систему уравнений с частными произ-

водными

L1(𝑥) 𝑦 ≡
(︀
2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1

)︀
𝜕𝑥1

𝑦 +
(︀
3𝑥1 − 𝑥2𝑥4 − 𝑥4

)︀
𝜕𝑥2

𝑦 +
(︀
4𝑥3 + 2𝑥2𝑥3

)︀
𝜕𝑥3

𝑦+

+
(︀
3𝑥1𝑥2 − 4𝑥2 + 𝑥2𝑥4 − 2𝑥22

)︀
𝜕𝑥4

𝑦 = 0,

L2(𝑥) 𝑦 ≡
(︀
2𝑥21 + 4𝑥1𝑥2 − 6𝑥1𝑥3 + 2𝑥4

)︀
𝜕𝑥1

𝑦 +
(︀
𝑥1𝑥2 − 3𝑥1𝑥3 + 𝑥3

)︀
𝜕𝑥2

𝑦 + (3)

+
(︀
2𝑥1𝑥2 − 𝑥1𝑥3 + 𝑥4

)︀
𝜕𝑥3

𝑦 +
(︀
3𝑥21 − 𝑥1𝑥4 − 2𝑥3 + 2𝑥4

)︀
𝜕𝑥4

𝑦 = 0.

Функции 𝜔1 : 𝑥 → 𝑥1 − 2𝑥3 ∀𝑥 ∈ R4 и 𝜔2 : 𝑥 → 𝑥2 + 𝑥3𝑥4 + 1 ∀𝑥 ∈ R4 являются
вещественными полиномиальными частными интегралами системы (3) такими, что верны
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+ (𝛿 − 𝛼) (𝛿 − 𝛽)𝑥𝐻3 (𝛼, 𝛽; 𝛿 + 1;𝑥, 𝑦) =

=
𝛿𝑦

1 − 𝛼
𝐻3 (𝛼− 1, 𝛽; 𝛿;𝑥, 𝑦) − (𝛿 − 𝛽)𝑥𝑦

1 − 𝛼
𝐻3 (𝛼− 1, 𝛽; 𝛿 + 1;𝑥, 𝑦) ,

из которой при 𝑦 = 0 как частный случай следует формула

𝛿
(︀
𝛼−(𝛿−𝛽)𝑥

)︀
𝐹 (𝛼, 𝛽; 𝛿;𝑥)−𝛼𝛿 (1 − 𝑥)𝐹 (𝛼 + 1, 𝛽; 𝛿;𝑥)+(𝛿 − 𝛼) (𝛿 − 𝛽)𝑥𝐹 (𝛼, 𝛽; 𝛿 + 1;𝑥) = 0.

В этой работе рассматривается функция Горна 𝐻5

𝐻5(𝛼; 𝛾;𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=0

(𝛼)𝑚−𝑛

(𝛾)𝑚

𝑦𝑛

𝑛!

𝑥𝑚

𝑚!
,

которую можно записать через функцию Куммера

𝐻5(𝛼; 𝛾;𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(1 − 𝛼)𝑛

𝑦𝑛

𝑛!
1𝐹1(𝛼− 𝑛; 𝛾;𝑥).

Доказана формула

𝛿(𝛿 − 1)𝐻5(𝛼; 𝛿 − 1;𝑥, 𝑦) + 𝛿(1 − 𝛿 − 𝑥)𝐻5(𝛼; 𝛿;𝑥, 𝑦) + (𝛿 − 𝛼)𝑥𝐻5(𝛼; 𝛿 + 1;𝑥, 𝑦) =

= − 𝛿𝑦

1 − 𝛼
𝐻5(𝛼− 1; 𝛿;𝑥, 𝑦) +

(𝛿 − 𝛼)𝑥𝑦

1 − 𝛼
𝐻5(𝛼− 1; 𝛿 + 1;𝑥, 𝑦),

из которой при 𝑦 = 0 как частный случай следует известная [4] формула

𝛿(𝛿 − 1) 1𝐹1(𝛼; 𝛿 − 1;𝑥) + 𝛿(1 − 𝛿 − 𝑥) 1𝐹1(𝛼; 𝛿;𝑥) + (𝛿 − 𝛼)𝑥 1𝐹1(𝛼; 𝛿 + 1;𝑥) = 0.

Литература
1. Капилевич, М. Б. О конфлюэнтных функциях Горна / М. Б. Капилевич // Дифференц.

уравнения. – 1966. – Т. 2, № 9. – С. 1239–1254.
2. Мавлявиев, Р. М., Гарипов, И. Б. Некоторые соотношения между функциями Горна /

Р. М. Мавлявиев, И. Б. Гарипов // Проблемы математического анализа. – 2020. – Вып. 104.
– С. 57–62.

3. Мавлявиев, Р. М., Гарипов, И. Б. Гауссово соотношение № 4 для функций Горна 𝐻3 /
Р. М. Мавлявиев, И. Б. Гарипов // XVIII Международная научная конференция по дифферен-
циальным уравнениям (Еругинские чтения 2018): материалы Междунар. науч. конф., Гродно,
15–18 мая 2018 г. – Ч. 2. – Мн. : Институт математики НАН Беларуси, 2018. – С. 8.

4. Лебедев, Н. Н. Специальные функции и их приложения. – 2-е изд., перераб. и доп. /
Н. Н. Лебедев. – М.-Л. : Физматгиз, 1963.

О СУЩЕСТВОВАНИИ ГЛОБАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПОРИСТОЙ

ФИЛЬТРАЦИИ С ПОГЛОЩЕНИЕМ И НЕЛОКАЛЬНЫМИ
ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

А.Л. Гладков

Рассматривается начально-краевая задача для нелиненого параболического уравнения

𝑢𝑡 = ∆𝑢𝜇 − 𝑎𝑢𝜈 , 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0, (1)
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ные результаты удаётся практически получать лишь в диапазоне значений чисел Рей-
нольдса 𝑅𝑒 до 103 [1]. В этом же 1984 году в Белорусском республиканском научно-
производственном объединении «Центр» (БР НПО «Центр») были получены достовер-
ные численные результаты в диапазоне значений 𝑅𝑒 от 8 · 103 до 3 · 104. Эти результа-
ты прекрасно согласуются с экспериментальными данными во всём диапазоне значений
8 · 103 < 𝑅𝑒 < 3 · 104 чисел 𝑅𝑒, причём качество согласования не зависит от конкретно-
го значения рассматриваемого 𝑅𝑒. Результаты содержатся в научных отчётах БР НПО
«Центр» а также в статье [2]. Имеется справка о внедрении указанных результатов в про-
изводственный процесс объединения, в которой говорится о точности получаемых числен-
ных решений и большой скорости, с которой они могут быть получены. Численный метод,
который позволяет получать такие решения, успешно применялся в производственной де-
ятельности БР НПО «Центр» по созданию газовых подвесов (подшипников) в течение
1984 – 1989 гг. Его можно найти в диссертации [3].

Теоретическое обоснование математической модели течения вязкой несжи-
маемой жидкости. Численный метод, позволяющий получать прекрасные результаты,
основан на математической модели, которая позже была названа моделью «стержневого
течения» и первый шаг к открытию которой был сделан в [4]. В [5] впервые даны опре-
деления стержневого течения и его стержня. Не следует путать стержневое течение, о
котором идёт разговор (перевод на английский звучит rod flow) с уже давно существу-
ющим в гидродинамике идеализированным «стержневым течением» (перевод на англий-
ский plug flow) и не связанным с решением уравнений Навье – Стокса. В работах [6–9]
проводились исследования дифференциальных моделей стержневых течений (rod flow)
на предмет существования и единственности их гладких решений в области, имеющей
вид прямоугольника со сглаженными углами, и в области, имеющей вид прямоугольного
параллелепипеда со сглаженными углами, и были доказаны соответствующие теоремы.
Теоремы сформулированы в [8;9]. В [9] теорема доказана на временных слоях.
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О РЕШЕНИИ ВЕКТОРНО-МАТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ R-ЛИНЕЙНОГО
СОПРЯЖЕНИЯ С РАЦИОНАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

С.В. Рогозин, М.В. Дубатовская

Пусть Γ – простая замкнутая гладкая кривая, которая делит расширенную комплекс-
ную плоскость C на две области 𝐷+∋ {0} и 𝐷− ∋ {∞}. Задача R-линейного сопряжения
(или R-линейная краевая задача, или задача Маркушевича) заключается в нахождении
двух функций 𝜙+(𝑧), 𝜙−(𝑧), аналитических в 𝐷+, 𝐷− соответственно, удовлетворяющих
следующему краевому условию

𝜙+(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝜙−(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝜙−(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ Γ. (1)

Иное название этой задачи связано со статьей А.И. Маркушевича [1], в которой изучен
вырожденный случай задачи (1).

Задача R-линейного сопряжения имеет долгую историю. Это связано в основном с ее
многочисленными приложениями (см. исторический обзор [2]). В частности, эта задача
описывает потенциальный тепловой поток в 2𝐷-композиционных материалах (см., напри-
мер, [2-4]), а также применяется для изучения задач теории оболочек (см., например, [5]).

В настоящей работе обсуждается разрешимость векторно-матричной задачи R-линей-
ного сопряжения на единичной окружности T с рациональными коэффициентами

Φ+(𝑡) = 𝐴(𝑡)Φ−(𝑡) +𝐵(𝑡)Φ(𝑡) + 𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ T. (2)

где 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) - заданные 2 × 2 рациональные матрицы (причем 𝐴(𝑡) - не вырождена на
единичной окружности), 𝐹 (𝑡) - заданный рациональный вектор второго порядка, Φ(𝑧) -
искомый кусочно-аналитический вектор.

Поскольку на единичной окружности выполняется равенство 𝑡 = 1
𝑡
, то при переходе в

(1) к сопряженным величинам получаем второе краевое условие (равносильное исходному)

Φ+(
1

𝑡
) = 𝐴(𝑡)Φ−(

1

𝑡
) +𝐵(𝑡)Φ−(𝑡) + 𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ T. (2)

Введем новые неизвестные векторы 4 порядка

Ψ+(𝑧) =

(︂
Φ+(𝑧)

Φ−(1
𝑧
)

)︂
,Ψ−(𝑧) =

(︂
Φ−(𝑧)

Φ+(1
𝑧
)

)︂
. (3)

В этих терминах система (1)-(2) переписывается в следующей эквивалентной форме{︂
Ψ+

1 (𝑡) = 𝐴(𝑡)Ψ−
1 (𝑡) +𝐵(𝑡)Ψ+

2 (𝑡) + 𝐹 (𝑡),

𝐴(𝑡)Ψ+
2 (𝑡) = −𝐴(𝑡)Ψ−

1 (𝑡) + Ψ−
2 (𝑡) − 𝐹 (𝑡).
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𝐶ℎ𝛾(𝑥;𝜆𝑗) − 𝜋𝑐ℎ
𝑗 (𝑥;Ch𝛾) =

∞∑︁
𝑙=𝑛+𝑚+1

𝑐𝑗𝑙𝑇𝑙(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 .

Как и в [3,4] координатные функции вектора −→𝜋 𝑐ℎ
𝑛,−→𝑚(Ch𝛾)={𝜋𝑐ℎ

𝑗 (𝑧;Ch𝛾(
−→
𝜆 ))}𝑘𝑗=1 будем

называть нелинейными аппроксимациями Эрмита–Чебышёва для мультииндекса (𝑛,−→𝑚)

и системы Ch𝛾(
−→
𝜆 ). При 𝑘 = 1 дроби 𝜋𝑐ℎ

𝑛,𝑚(𝑥;Ch𝛾) := 𝜋𝑐ℎ
𝑛,𝑛,−→𝑚(𝑥;Ch𝛾(

−→
𝜆 )) называют нелиней-

ными аппроксимациями Паде–Чебышёва (см.[6]). Пусть {𝜆𝑗}𝑘𝑗=1 – корни уравнения 𝜆𝑘 = 1,
т.е.

𝜆𝑗 = 𝑒𝑖
2𝜋(𝑗−1)

𝑘 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑘,

где 𝑖 — мнимая единица. Полагаем 𝜙(𝑥) := 𝑥(1 − 𝑥𝑘). Через 𝑥𝑗 обозначим нули 𝜙′(𝑥):

𝑥𝑗 = 𝑘

√︂
1

𝑘 + 1
𝑒𝑖

2𝜋(𝑗−1)
𝑘 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Будем рассматривать случай, когда 𝑘 = 2, в этом случае 𝜆1 = 1, 𝜆2 = −1, 𝑥1 =
√
3
3

,
𝑥2 = −

√
3
3

.
Рассмотрим функцию 𝑆(𝑥) := ln𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1). По определению полагаем, что

𝑆(0) = 𝑆(1) = −∞. Справедливы равенства [5]

𝑆(𝑥1) = ln
𝑘

𝑘
√︀

(𝑘 + 1)𝑘+1
, 𝑆 ′(𝑥) =

𝜙′(𝑥)

𝜙(𝑥)
, 𝑆 ′′(𝑥) =

𝜙′′(𝑥)𝜙(𝑥) − [𝜙′(𝑥)]2

𝜙2(𝑥)
,

из которых следует, что

𝑆 ′(𝑥1) = 0 , 𝑆 ′′(𝑥1) =
𝜙′′(𝑥1)

𝜙(𝑥1)
= − 𝑘

√︀
(𝑘 + 1)𝑘+2 ,

и

𝐵𝑘(𝑛) :=

√︃
− 2𝜋

𝑛𝑆 ′′(𝑥1)
𝑒𝑛𝑆(𝑥1) =

√︃
2𝜋

𝑛 𝑘
√︀

(𝑘 + 1)𝑘+2

(︃
𝑘

𝑘
√︀

(𝑘 + 1)𝑘+1

)︃𝑛

.

Теорема 1. Если 𝑘 = 2, то для любого 𝑥, 𝑛 = 𝑚1 = 𝑚2 при 𝑛→ ∞

𝐶ℎ𝛾(𝑥; 1) − 𝜋ch
1 (𝑥;𝐶ℎ𝛾) = (−1)𝑛

(︃√
3

3

)︃𝛾−1√︂
2𝜋

9𝑛

1

(𝛾)3𝑛

(︂
2

3
√

3

)︂𝑛

·

·Re
{︁
𝑒𝑖(3𝑛+1) arccos𝑥 𝑒(1−

√
3
3
) (𝑥+𝑖

√
1−𝑥2) (1 +𝑂 (1/𝑛))

}︁
, (2)

𝐶ℎ𝛾(𝑥;−1) − 𝜋ch
2 (𝑥;𝐶ℎ𝛾) = (−1)𝑛

(︃
−
√

3

3

)︃𝛾−1√︂
2𝜋

9𝑛

1

(𝛾)3𝑛

(︂
2

3
√

3

)︂𝑛

·

·Re
{︁

(−1)𝑛+1𝑒𝑖(3𝑛+1) arccos𝑥 𝑒(−1−
√
3
3
) (𝑥+𝑖

√
1−𝑥2) (1 +𝑂 (1/𝑛))

}︁
. (3)

Следствие 1. Пусть 𝑘 = 1. Тогда при 𝑛 = 𝑚 и 𝑛→ ∞

⃦⃦
𝐶ℎ𝛾(𝑥; 1) − 𝜋𝑐ℎ

𝑛,𝑛(𝑥;𝐶ℎ𝛾)
⃦⃦
1
≍
√︂
𝜋

𝑛

1

22𝑛+𝛾

1

|(𝛾)2𝑛|
. (4)
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
− ∆𝑢− 𝑉 (𝑥)𝑢 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐵 × (0, 𝑇 ), (1)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕𝐵 × (0, 𝑇 ), (2)
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐵, (3)

где ∆ — оператор Лапласа и 𝑇 > 0.

Предполагается, что 0 ≤ 𝑉 ∈ 𝐿1
loc(𝐵) и 0 ≤ 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿1(𝐵).

Условие (3) выполняется в смысле

ess lim
𝑡→+0

∫︁
𝐵

𝑢(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐵

𝑢0(𝑥)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥

при любой 𝜓 ∈ 𝐷(𝐵).
Определение. Пусть 𝑄 = 𝐵 × (0, 𝑇 ). Функция 𝑢(𝑥, 𝑡) называется неотрицательным

обобщенным решением рассматриваемой задачи в смысле распределений, если

𝑢 ∈ 𝐿1
loc(𝑄), 𝑉 𝑢 ∈ 𝐿1

loc(𝑄),

и для любой функции 𝜓 ∈ 𝐶∞(𝑄), такой что 𝜓(𝑥, 𝑇 ) = 0 и 𝜓|𝜕𝐵 = 0, выполняется инте-
гральное тождество:∫︁

𝑄

𝑢(𝜓𝑡 − ∆𝜓 − 𝑉 (𝑥)𝜓) 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∫︁
𝐵

𝑢0(𝑥)𝜓(𝑥, 0) 𝑑𝑥.

Пусть
𝑉0(𝑥) =

𝑐

(1 − |𝑥|)2
, 𝑥 ∈ 𝐵.

Найдем радиальную функцию 𝜙(𝑥), удовлетворяющую уравнению

∆𝜙+ 𝑉0(𝑥)𝜙 = 0

в смысле распределений.
Переходя к сферическим координатам, получим

𝑑2𝜙

𝑑𝑟2
+
𝑛− 1

𝑟

𝑑𝜙

𝑑𝑟
+

𝑐

(1 − 𝑟)2
𝜙 = 0.

Решая это уравнение, находим функцию 𝜙(𝑟):

𝜙(𝑟) = (1 − 𝑟)
1
2
(1+

√
1−4𝑐)𝐹 (𝛼, 𝛽, 1 + 𝛼 + 𝛽 − 𝛾; 1 − 𝑟).

Здесь 𝐹 — гипергеометрическая функция, где

𝛾 = 𝑛− 1, 𝛼 =
1

2

(︁
𝑛− 1 −

√
1 − 4𝑐+

√︀
(𝑛− 2)2 − 4𝑐

)︁
,

𝛽 =
1

2

(︁
𝑛− 1 −

√
1 − 4𝑐−

√︀
(𝑛− 2)2 − 4𝑐

)︁
.

Основным результатом этой работы является следующая теорема:

Теорема.
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Основной результат. В данной работе доказано утверждение, представляющее собой
обращение преобразования Лапласа функции 𝐸̄(𝑠), выраженное в двух формах, пригод-
ных для больших и малых значений времени.

Утверждение. Пусть 𝑎, 𝑏 > 0, 𝑙 > 0. Тогда обратное преобразование Лапласа функ-
ции 𝐸̄(𝑠) может быть записано в эквивалентных формах

𝐸(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑒
−𝜆2

𝑛𝑡,

где
𝑐𝑛 =

2𝜆2𝑛 (𝜆2𝑛 − 𝑎𝑏)

𝑙 (𝜆2𝑛 + 𝑎2) (𝜆2𝑛 + 𝑏2) + (𝑎+ 𝑏) (𝜆2𝑛 + 𝑎𝑏)
,

𝜆𝑛 – положительные корни трансцендентного уравнения ctg 𝜆𝑙 = (𝜆− 𝑎𝑏/𝜆)/(𝑎+ 𝑏), и

𝐸(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛(𝑡) * 𝐸𝑛(𝑎, 𝑡) * 𝐸𝑛(𝑏, 𝑡) ,

где 𝑇𝑛(𝑡) = 𝜒(2𝑙𝑛, 𝑡) + 𝜒(2𝑙𝑛+ 2𝑙, 𝑡) , 𝐸𝑛(ℎ, 𝑡) =
∞∫︀
0

𝑒−ℎ𝜏𝐿𝑛 (2ℎ𝜏)𝜒′
𝑡(𝜏, 𝑡) 𝑑𝜏.
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НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕСТРОГО
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ

Е.С. Чеб

В работе рассматривается корректно поставленная начально-краевая задача для ли-
нейного уравнения в частных производных второго порядка с постоянными коэффици-
ентами и одной кратной характеристикой. На боковой границе задано нелокальное ин-
тегральное условие. Методом характеристик построено в явном виде единственное клас-
сическое решение при выполнении условий согласования начальных и граничных усло-
вий. Смешанные задачи для волнового уравнения в полуполосе с интегральным условием
рассматривались в работе [1], где предполагалось наличие двух несовпадающих харак-
теристик. Подход к построению классического решения для нестрого гиперболических
уравнений с локальными граничными условиями рассмотрен в работах [2, 3].

Рассмотрим нестрого гиперболическое уравнение второго порядка с постоянными ко-
эффициентами вида

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
+ 2𝑎

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥
+ 𝑎2

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
= 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑛, (1)
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(𝑆0𝑢, 𝑣)𝐻 + (𝑢, 𝑆0𝑣)𝐻 =

∫︁
R𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑘𝑖𝑗(𝑥)(𝑢𝑗𝑥𝑘
𝑣𝑖 + 𝑢𝑗𝑣𝑖𝑥𝑘

)𝑑𝑥 =

=
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=1

∫︁
R𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑖𝑗(𝑥)(𝑢𝑗𝑣𝑖)𝑥𝑘
𝑑𝑥 = 0,

and the operator 𝑆0 is skew-symmetric. In particular, 𝑆0 admits a closure, that we denote by
𝑆. Let 𝑆* be the adjoint operator to 𝑆. The skew-symmetric operator −𝑆 admits a maximal
dissipative extension denoted by 𝐺. As was demonstrated in [1], −𝑆 ⊂ 𝐺 ⊂ 𝑆* and 𝐺 generates
a contractive semigroup 𝑒𝑡𝐺 on 𝐻 such that 𝑢 = (𝑒𝑡𝐺𝑢0)(𝑥) is a weak solution of (1), (2) for
every 𝑢0 ∈ 𝐻. The uniqueness of weak solutions (to both direct and inverse problems) holds
if and only if the operator 𝑆 is skew-adjoint, i.e., −𝑆 = 𝑆*, see [1]. Below we establish skew-
adjointness of 𝑆 in the case of bounded Lipschitz coefficients 𝑎𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝑊 1

∞(R𝑛). For that, we will
need a variant of the DiPerna-Lions commutator lemma [2,Lemma II.1]. Let 𝜌(𝑧) ∈ 𝐶1

0(R𝑛)
be an averaging kernel, i.e., 𝜌(𝑧) ≥ 0,

∫︀
R𝑛 𝜌(𝑧)𝑑𝑧 = 1. For 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R𝑛) we introduce

the corresponding averaged functions 𝑢ℎ(𝑥) = 𝑢 * 𝜌ℎ(𝑥) =

∫︁
R𝑛

𝜌ℎ(𝑥 − 𝑦)𝑢(𝑦)𝑑𝑦, where ℎ > 0,

𝜌ℎ(𝑧) = ℎ−𝑛𝜌(ℎ−1𝑧).

Lemma 1. Let 𝑎(𝑥) ∈ 𝐶(R𝑛) be a Lipschitz function on R𝑛, 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(R𝑛), 1 ≤ 𝑝 < ∞.
Then ∀𝑗 = 1, . . . , 𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝑎𝑢ℎ − (𝑎𝑢)ℎ)(𝑥) →

ℎ→0
0 in 𝐿𝑝(R𝑛).

Now, we are ready to prove that in the case of bounded Lipschitz matrices 𝐴𝑘(𝑥) the operator
𝑆 is skew-adjoint. First of all, we notice that the Sobolev space 𝑊 1

2 (R𝑛,R𝑚) lies in 𝐷(𝑆), and

𝑆𝑢 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥)𝑢𝑥𝑘
for 𝑢 ∈ 𝑊 1

2 (R𝑛,R𝑚). In fact, for each vector 𝑢 ∈ 𝑊 1
2 (R𝑛,R𝑚) there exists a

sequence 𝑢𝑟 ∈ 𝐶1
0(R𝑛,R𝑚) converging to 𝑢 in 𝑊 1

2 (R𝑛,R𝑚). Taking into account that coefficients

𝐴𝑘(𝑥) are bounded, we find that 𝑢𝑟 → 𝑢, 𝑆𝑢𝑟 = 𝑆0𝑢𝑟 →
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥)𝑢𝑥𝑘
as 𝑟 → ∞ in 𝐻. Since

the operator 𝑆 is closed, we conclude that 𝑢 ∈ 𝐷(𝑆) and that 𝑆𝑢 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘(𝑥)𝑢𝑥𝑘
(𝑥). Now, let

𝑣 = 𝑣(𝑥) ∈ 𝐻. Then there exists 𝑢 ∈ 𝐻 such that 𝑢− 𝑆*𝑢 = 𝑣 (this follows from the inclusion

𝐺 ⊂ 𝑆* and 𝑚-dissipativity of 𝐺). This equality means that 𝑢(𝑥) +
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝐴𝑘(𝑥)𝑢(𝑥))𝑥𝑘
= 𝑣(𝑥)

in D′(R𝑛,R𝑚). The averaged functions 𝑢ℎ, 𝑣ℎ ∈ 𝑊 1
2 (R𝑛,R𝑚) ⊂ 𝐷(𝑆) and 𝑢ℎ → 𝑢, 𝑣ℎ → 𝑣 in

𝐻 as ℎ→ 0. By Lemma 1 we have

𝑢ℎ + 𝑆𝑢ℎ = 𝑣ℎ +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜕𝑥𝑘
(𝐴𝑘(𝑥)𝑢ℎ(𝑥) − (𝐴𝑘(𝑥)𝑢)ℎ(𝑥)) →

ℎ→0
𝑣(𝑥)

in 𝐻. It follows that 𝑢ℎ → 0, 𝑆𝑢ℎ → 𝑣 − 𝑢 as ℎ → 0 in 𝐻. Since the operator 𝑆 is closed, we
conclude that 𝑢 ∈ 𝐷(𝑆) and 𝑢 + 𝑆𝑢 = 𝑣. Hence, the operator 𝐸 + 𝑆 is surjective, where we
denote by 𝐸 the identity operator. By the similar reasons applied to −𝑆, we obtain that the
operator 𝐸 − 𝑆 is surjective as well. This means that the deficiency indexes of 𝑆 are trivial,







ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
И УРАВНЕНИЯ

АЛГЕБРЫ ОПЕРАТОРОВ УМНОЖЕНИЯ НА ФУНКЦИИ,
ИМЕЮЩИЕ ОДНОСТОРОННИЕ ПРЕДЕЛЫ

А.Б. Антоневич, И.Л. Люксембург

Одной из наиболее часто используемых алгебр разрывных функций является алгебра
SD [0; 1], состоящая из всех комплекснозначных функций на отрезке [0; 1], допускающих
разрывы только первого рода (Simple Discontinuity). Это означает, что каждая функция 𝑓
при 𝑥 ∈ (0; 1] имеет предел слева: 𝑓−(𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0−0
𝑓(𝑥) и при 𝑥 ∈ [0; 1) имеет предел спра-

ва: 𝑓+(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥). Из стандартных свойств пределов следует, что алгебра SD [0; 1]

является полной в равномерной норме ‖𝑓‖ = sup
𝑥∈[0;1]

|𝑓(𝑥)|.

Пусть A есть алгебра операторов умножения на функции из SD [0; 1], действующих
в 𝐿𝑝([0; 1], 𝜇), где 𝜇 — заданная мера. Алгебра A не изоморфна SD [0; 1], так как если
функции 𝜇-почти всюду совпадают, то они порождают один и тот же оператор.

Пусть 𝑆 — носитель меры 𝜇, без исключения общности будем считать, что 0, 1 ∈ 𝑆. Обо-
значим SD(𝑆) алгебру функций, являющихся ограничениями на 𝑆 функций из SD [0; 1].
Поскольку 𝑆 компакт принадлежащий [0; 1] его дополнение есть счётное семейство непе-
ресекающихся интервалов. Концы этих интервалов, а также точки 0 и 1 будем называть
крайними точками множества 𝑆, а остальные точки — внутренними. Определим подал-
гебру 𝑇 (𝑆) ⊂ SD(𝑆), состоящую из функций, непрерывных в крайних точках множества
𝑆 и непрерывных слева во внутренних. В частности, если 𝑆 = [0; 1], то 𝑇 [0; 1] состоит из
непрерывных в 0 и 1 и непрерывных слева на (0; 1) функций из SD [0; 1].

Пусть 𝐼𝑆 идеал алгебры SD [0; 1], состоящий из функций 𝜇-почти всюду равных нулю на
множестве 𝑆. Так как множество точек разрыва функции из SD [0; 1] не более чем счётно,
принадлежность идеалу 𝐼𝑆 эквивалентно тому, что её ограничение на 𝑆 отлично от нуля
на не более чем счётном множестве. Рассмотрим фактор-алгебру SD [0; 1]/𝐼𝑆. Согласно [1]
(см. §2), норма класса 𝑋 = 𝑓 + 𝐼𝑆 эквивалентных функций определяется как инфимум их
норм: ‖𝑋‖ = inf

𝑓∈𝑋
‖𝑓‖. Справедлива следующая

Лемма 1. Если 𝜇 непрерывная мера с носителем 𝑆 ⊂ [0; 1], то алгебра A изометри-
чески изоморфна:

1) Фактор-алгебре SD [0; 1]/𝐼𝑆.
2) Подалгебре 𝑇 (𝑆) ⊂ SD(𝑆).
3) Подалгебре 𝑇 [0; 1] ⊂ SD [0; 1].
Замечание 1. Таким образом, изучение любой алгебры операторов умножения на

функции из SD [0; 1], действующих в пространствах Лебега с любой непрерывной мерой
сводится к изучению алгебры 𝑇 [0; 1].

Известно (см. §4 в [1]), что есть взаимно-однозначное соответствие между линейными
мультипликативными функционалами банаховой алгебры и ее максимальными идеалами.
Так, ядро каждого линейного мультипликативного функционала есть максимальный иде-
ал, а фактор-отображение по всякому максимальному идеалу является линейным муль-
типликативным функционалом.
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Для 𝜏 ∈ (0; 1] определим отображениe 𝜙−
𝜏 : 𝑇 [0; 1] → C, действующее по правилу:

𝜙−
𝜏 (𝑓) = 𝑓−(𝜏) = lim

𝑡→𝜏−0
𝑓(𝑡) и для 𝜏 ∈ [0; 1) отображение 𝜙+

𝜏 : 𝑇 [0; 1] → C, действую-

щее по правилу: 𝜙+
𝜏 (𝑓) = 𝑓+(𝜏) = lim

𝑡→𝜏+0
𝑓(𝑡). Из стандартных свойств пределов следует,

что они являются линейными мультипликативными функционалами. Ядрами описанных
функционалов являются максимальные идеалы 𝑀+

𝜏 и 𝑀−
𝜏 , состоящие из функций, предел

которых справа и слева соответственно в точке 𝜏 равны нулю.
Теорема 1. Каждый максимальный идеал алгебры 𝑇 [0; 1] есть или 𝑀−

𝜏 или 𝑀+
𝜏 .

Преобразование Гельфанда ̂︀𝑓 элемента алгебры 𝑓 ∈ 𝐴, это функция ̂︀𝑓(𝑀) на множестве
M(𝐴) максимальных идеалов этой алгебры. В нашем случае эта функция определяется
так: ̂︀𝑓(𝑀+

𝜏 ) = 𝜙+
𝜏 (𝑓) = 𝑓+(𝜏) и ̂︀𝑓(𝑀−

𝜏 ) = 𝜙−
𝜏 (𝑓) = 𝑓−(𝜏).

На пространстве максимальных идеалов определена так называемая гельфандовская
топология — слабейшая топология для которой все ̂︀𝑓 непрерывны. Она превращает M(𝐴)
в компактное хаусдорфово топологическое пространство.

Множество всех ̂︀𝑓 образует замкнутую симметричную подалгебру в 𝐶(M(𝑇 [0; 1])), ко-
торая содержит константы и разделяет точки, а значит в силу теоремы Стоуна-Веерштрасса
(см. Глава 5 в [2]) совпадает со всей алгеброй 𝐶(M(𝑇 [0; 1])). Таким образом, алгебра 𝑇 [0; 1]
изометрически изоморфна алгебре 𝐶(M(𝑇 [0; 1])).

Система множеств вида {𝑀+
𝜏 }𝜏∈[𝑥;𝑦) ∪ {𝑀−

𝜏 }𝜏∈(𝑥;𝑦], где 𝑥, 𝑦 ∈ [0; 1] и 𝑥 < 𝑦 образуют
базу топологии M(𝑇 [0; 1]), которую будем называть стандартной базой. В дальнейшем
нам будут удобны следующие обозначения: 𝑀+

𝜏 = 𝜏+, 𝑀−
𝜏 = 𝜏−.

Оказалось, что построенное пространство M(𝑇 [0; 1]) гомеоморфно известному про-
странству «две стрелки», сконструированному П.С. Александровым и П.С. Урысоном в
их классической работе [3].

Рис. 1. Пространство «две стрелки» с выделенным элементом из стандартной базы,
являющимся окрестностью точек 𝜉+ и 𝜂− .

В последующем пространство «две стрелки» изучалось с разных точек зрения и стало
универсальным примером компакта с экзотическими свойствами.

Работа выполнена при финансовой поддержке НАН Беларуси в рамках государствен-
ной программы «Конвергенция–2030» (задание 1.08.1) и частичной поддержке БРФФИ
(№ Ф25МП-010).
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Для построения решений краевой задачи (7), (8) применяется алгоритм численно-
аналитического метода, согласно которому последовательные приближения 𝑥𝑚(𝑡, 𝑤, 𝑥0)
находятся из уравнений

𝑥𝑚+1(𝑡, 𝑤, 𝑥0) = 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

[︂
𝑓(𝜏, 𝑥𝑚(𝜏, 𝑤, 𝑥0) + 𝑤) +

𝜏∫︁
0

𝜙(𝜏, 𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑤, 𝑥0) + 𝑤) 𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜏−

− 𝑡

𝑇

𝑇∫︁
0

⎡⎣𝑓(𝜏, 𝑥𝑚(𝜏, 𝑤, 𝑥0) + 𝑤) +

𝜏∫︁
0

𝜙(𝜏, 𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑤, 𝑥0) + 𝑤) 𝑑𝑠

⎤⎦ 𝑑𝜏 − 𝑡

𝑇
[𝐵−1𝐴+ 𝐸]𝑥0, (9)

где 𝑚 = 0, 1, . . . и 𝑥0(𝑡, 𝑤, 𝑥0) = 𝑥0, 𝐸 – (𝑛 × 𝑛)-мерная единичная матрица. Легко ви-
деть, что все члены последовательности (9) удовлетворяют условию (8). Кроме того,
𝑥𝑚(0, 𝑤, 𝑥0) = 𝑥0 для всех 𝑚 ∈ N.

В работе получены условия сходимости последовательности (9) к предельной функции
𝑥*(𝑡, 𝑤, 𝑥0) и изучены связи этой функции с точным решением краевой задачи (1), (2).

При этом начальное значение 𝑥0 = 𝑥*0 решения краевой задачи (1), (2) и значение
параметра 𝑤 = 𝑤* определяются из системы определяющих уравнений

[𝐵−1𝐴+ 𝐸]𝑥0 +

𝑇∫︁
0

⎡⎣𝑓(𝜏, 𝑥*(𝜏, 𝑤, 𝑥0) +

𝜏∫︁
0

𝜙(𝜏, 𝑠, 𝑥*(𝑠, 𝑤, 𝑥0)) 𝑑𝑠

⎤⎦ 𝑑𝜏 = 0,

𝑔(𝑥0 + 𝑤,−𝐵−1𝐴𝑥0 + 𝑤) − (𝐴+𝐵)𝑤 = 0,

где 𝑥*(𝑡, 𝑤, 𝑥0) – предел последовательности (9).
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О ПРИМЕНЕНИИ НЕКОТОРЫХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ПОЛИНОМОВ
К СИНГУЛЯРНОМУ ИНТЕГРИРОВАНИЮ

Ю.С. Солиев

Рассмотрим понимаемый в смысле главного значения по Коши сингулярный интеграл

𝐼𝑓 = 𝐼(𝑓 ;𝑥) =

1∫︁
−1

𝑝(𝑡)
𝑓(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡, −1 < 𝑥 < 1, (1)

где 𝑝(𝑥) = (1 − 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽, 𝛼 > −1, 𝛽 > −1, а 𝑓(𝑥) — заданная плотность интеграла.
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Hamiltonian of the considering system has the form

𝐻 = 𝐽
∑︁
𝑚,𝜏

(
−→
𝑆 𝑚

−→
𝑆 𝑚+𝜏 ) +𝐻

∑︁
𝑚

𝑆𝑧
𝑚 + (𝐽0 − 𝐽)

∑︁
𝜏

(
−→
𝑆 0

−→
𝑆 𝜏 ) + (𝐻0 −𝐻)𝑆𝑧

0 , (1)

where 𝐽 < 0 is the parameter of the bilinear exchange interaction between the for nearest-
neighbor atoms in the lattice, 𝐽0 is the atom-impurity exchange interaction parameter, the

summation over 𝜏 ranges the nearest-neighbors, and
−→
𝑆 𝑚 = (𝑆𝑥

𝑚, 𝑆
𝑦
𝑚, 𝑆

𝑧
𝑚) is the atomic spin

operator for the spin 𝑠 = 1/2 at the lattice site 𝑚. We set 𝑆±
𝑚 = 𝑆𝑥

𝑚 ± 𝑖𝑆𝑦
𝑚, where 𝑆−

𝑚 and 𝑆+
𝑚

are the corresponding magnon creation and annihilation operators at the site 𝑚, and 𝐻 (𝐻0)
are the parameters one-ion anisotropy. Hamiltonian (1) acts in the summetric Fock space H.
We let 𝜙0 denote the co-called vacuum vector uniquely determined by the conditions 𝑆+

𝑚𝜙0 = 0,
𝑆𝑧
𝑚𝜙0 = (1/2)𝜙0, where ||𝜙0|| = 1. The vectors {𝑆−

𝑚𝜙0} describes the state of the system of
one-magnon with the spin 𝑠 = 1/2 located at the site 𝑚. The closure of the space spanned by

these vectors is denotes by ̃︀H1. It is a Euclidian space with respect to the natural inner product
and is called a space of one-magnon states. We denote by 𝐻1 the restriction of operator 𝐻 in
the subspace ̃︀H1.

Theorem 1. The space ̃︀H1 is invariant with respect to the operator 𝐻. The operator 𝐻1

is a bounded self-adjoint operator generating a bounded self-adjoint operator 𝐻1, acting in the
space 𝑙2(𝑍

𝜈) according to the formula

(𝐻1𝑓)(𝑝) = 𝐽
∑︁
𝜏

{−𝑓(𝑝) +
1

2
𝑓(𝑝− 𝜏) +

1

2
𝑓(𝑝+ 𝜏)} + (𝐽0 − 𝐽)

∑︁
𝜏

{𝛿𝑝,𝜏𝑓(0)+ (2)

+𝛿𝑝,0𝑓(𝜏) + (−𝛿𝑝,𝜏 − 𝛿𝑝,0)𝑓(𝑝)} −𝐻𝑓(𝑝) − (𝐻0 −𝐻)𝛿𝑝,0𝑓(𝑝),

where 𝛿𝑘,𝑗− is the Knonecker delta. The operator 𝐻1 acts in the vector 𝜓 ∈ ̃︀H1 according to
the formula

𝐻1𝜓 =
∑︁
𝑝

(𝐻1𝑓)(𝑝)𝑆−
𝑝 𝜙0. (3)

Using the Weyl criterion [2], we proved the coincides of the spectrum of operators 𝐻1 and
𝐻1. Let F denote the Fourier transform F : 𝑙2(𝑍

𝜈) → 𝐿2(𝑇
𝜈). Here 𝑇 𝜈 𝜈− dimensional torus

endowed with normalized Lebesgue measure 𝑑𝜆 : 𝜆(𝑇 𝜈) = 1.

Theorem 2. Let F : H1 → ̃︀H1 ≡ 𝐿2(𝑇
𝜈)− Fourier transform. The Fourier transform of

operator 𝐻1 is an operator ̃︀𝐻1 = F𝐻1F
−1 acting the space 𝐿2(𝑇

𝜈) by the formula

( ̃︀𝐻1𝑓)(𝑥) = ℎ(𝑥)𝑓(𝑥) +

∫︁
𝑇 𝜈

ℎ1(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (4)

where ℎ(𝑥) = −2𝐽𝜈 + 2𝐽
∑︀𝜈

𝑖=1 cos𝑥𝑖 − 𝐻, ℎ1(𝑥, 𝑡) = −2𝜀1{𝜈 +
∑︀𝜈

𝑖=1[𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑖 − 𝑡𝑖) − 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑖 −
𝑐𝑜𝑠𝑡𝑖]} − 𝜀2, here 𝜀1 = 𝐽0 − 𝐽, 𝜀2 = 𝐻0 −𝐻, 𝑥, 𝑡 ∈ 𝑇 𝜈 .

It is clear that the continuous spectrum of operator ̃︀𝐻1 is independent of functions ℎ1(𝑥, 𝑡)
and fills the whole closed interval [𝑚𝜈 ,𝑀𝜈 ], where 𝑚𝜈 = 𝑚𝑖𝑛𝑥∈𝑇 𝜈ℎ(𝑥, 𝑡), 𝑀𝜈 = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈𝑇 𝜈ℎ(𝑥, 𝑡).

Definition 1. An eigenfunction 𝜙 ∈ 𝐿2(𝑇
𝜈) of operator ̃︀𝐻1 corresponding to an eigenvalue

𝑧 /∈ [𝑚𝜈 ,𝑀𝜈 ], is called a local impurity states (LIS) of operator ̃︀𝐻1, and 𝑧 is called the energy
of this state.
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где 𝑥 ∈ Ī = [0, ℎ], 𝛼 > 0, 𝑐𝑗, 𝑐𝑗+2 – вещественные числа, 𝜖𝑗 ∈ 𝐶 (̄I), 𝜀𝑗, 𝑎, 𝛽 ∈ 𝐶(1)(̄I), причем
𝜀′𝑗(𝑥) > 0, 𝜀𝑗(0) > 0, и 𝛾𝑗 ∈ R — спектральные параметры.

Задача P заключается в нахождении таких значений 𝛾1, 𝛾2, для которых существуют
решения 𝑢𝑗 ∈ 𝐶2(̄I) системы (1), удовлетворяющие условиям√︁

𝛾2𝑗 − 𝜀𝑠 · 𝑢𝑗(0) − 𝑢′𝑗(0) = 0, 𝑢𝑗(0) = 𝐴𝑗, (2)

√︁
𝛾2𝑗 − 𝜀𝑐 · 𝑢𝑗(ℎ) + 𝑢′𝑗(ℎ) = 0, (3)

где 𝜀𝑐, 𝜀𝑠 > 0, 𝐴𝑗 есть некоторые постоянные.
Задача P возникает в теории нелинейных оптических волноводов и описывает рас-

пространение двух ТЕ-волн, характеризующихся волновыми числами 𝛾𝑗, в плоском слое,
заполненным средой с нелинейными оптическими свойствами. Таким образом две волны
влияют друг на друга, образуя единую связанную ТЕ-ТЕ волну [1], характеризующую-
ся парой постоянных распространения (𝛾1, 𝛾2). С математической точки зрения, задача
P представляет собой задачу на собственные значения: упорядоченный набор 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2)
назовем векторным собственным значением (СЗ) задачи P. Отметим, что второе из усло-
вий (2) обеспечивает дискретность набора решений задачи. Если отказаться от условий
𝑢𝑗(0) = 𝐴𝑗, то решение (𝛾1, 𝛾2) зависело бы от некоторых параметров (некоторых посто-
янных интегрирования системы (1)).

Для доказательства существования решений задачи P применяется нестандартный ме-
тод возмущений, основанный на использовании решений более простой нелинейной зада-
чи, которая является невозмущенной [2], [3]. Важно, что более простая нелинейная зада-
ча сохраняет некоторые ключевые свойства исходной задачи, в частности, более простая
задача имеет нелинеаризуемые решения. Нестандартным методом возмущения удается
установить существование в том числе нелинеаризуемых решений задачи P, т.е. решений,
которые не переходят в какие-либо решения линеаризованной задачи (получающейся, если
в системе (1) положить 𝛼 = 𝑐3 = 𝑐4 = 0) при 𝛼 → 0, 𝑐3 → 0, 𝑐4 → 0.

В качестве «невозмущенной» используем задачу — назовем ее P′ — получающуюся из
задачи P, если в системе (1) положить 𝑐𝑗, 𝑐𝑗+2 равными нулю. Заметим, что фактически
задача P′ распадается на две независимые задачи P′

𝑗. Задача P′ исследована в работе [4].
Используя представленные в работе [4] факты, получаем следующий результат.

Теорема 1. Пусть каждая из задач P′
𝑗 имеет 𝑛𝑗 решений 𝛾𝑗,1, . . . , 𝛾𝑗,𝑛𝑗

. Тогда суще-
ствуют числа 𝑐0𝑗 , 𝑐0𝑗+2 > 0 такие, что для всех 𝑐𝑗 ∈ (−𝑐0𝑗 , 𝑐0𝑗), 𝑐𝑗+2 ∈ (−𝑐0𝑗+2, 𝑐

0
𝑗+2) задача P

имеет по крайней мере 𝑛1 × 𝑛2 векторных СЗ 𝛾𝑘1,𝑘2 = (𝛾1,𝑘1 , 𝛾2,𝑘2), 𝑘𝑗 = 1, 𝑛𝑗; при этом
каждое 𝛾𝑘1,𝑘2 содержится в некоторой окрестности точки (𝛾1,𝑘1 , 𝛾2,𝑘2).

Подчеркнем, что теорема 1 устанавливает существование в том числе нелинеаризуемых
векторных СЗ задачи P в том случае, если среди решений 𝛾𝑗,𝑘 вспомогательных нелиней-
ных задач P′

𝑗 имеются такого рода решения, а этого всегда можно добиться, расширяя
набор решений задач P′

𝑗, которых, вообще говоря, бесконечно много [4].
Численно приближенные решения задачи P можно найти, используя метод пристрелки.

На рисунке 1 представлены результаты приближенного решения задачи P. В вычислениях
использовались следующие параметры: 𝜀1(𝑥) = 𝜀2(𝑥) = 2.4025 + 0.01𝑥, 𝛼 = 6.4 × 10−2,
𝜖1(𝑥) = 𝜖2(𝑥) = sin(2𝜋ℎ−1𝑥), 𝑎(𝑥) = 𝛽(𝑥) = cos(2𝜋ℎ−1𝑥), 𝑐1 = 𝑐2 = 0.005, 𝑐3 = 𝑐4 = 0.002𝛼,
ℎ = 3.66. Черные окружности обозначают пары решений вспомогательных задач P′

𝑗, синие
крестики – векторные СЗ задачи P.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 25-71-10036).
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Через 𝐶𝑘
𝑏 (𝑉,𝑊 ) обозначим множество функций ℎ : 𝑉 → 𝑊 таких, что норма

‖ℎ‖𝐶𝑘
𝑏

:=
𝑘∑︁

𝑖=0

‖𝐷𝑖ℎ‖∞

конечна, где ‖𝐷𝑖ℎ‖∞ = sup
𝑋∈𝑉

|𝐷𝑖ℎ(𝑋)|.

Обозначим через C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) множество 𝛼-непрерывных по Гельдеру грубых траек-
торий, т.е. множество элементов X = (1,X1,X2,X3), таких, что X𝑖 ∈ 𝐶𝑖𝛼

2 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ⊗𝑖) для
любого 𝑖 = 1, 2, 3, и для любых 𝑠, 𝑢, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется следующее тождество Чена

X𝑠,𝑡 = X𝑠,𝑢 �X𝑢,𝑡,

где

(X𝑠,𝑢 �X𝑢,𝑡)
𝑖 =

𝑖∑︁
𝑗=0

X𝑗
𝑠,𝑢 ⊗X𝑖−𝑗

𝑢,𝑡 .

Отметим, что операция � задает умножение на тензорной алгебре 𝑇 (3)(𝑉 ) =
3⨁︀

𝑖=0

𝑉 ⊗𝑖,

где 𝑉 ⊗0 = R. Таким образом, элемент X : [0, 𝑇 ]2 → 𝑇 (3)(𝑉 ) однозначно определяется
значениями X0,𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], поскольку X𝑠,𝑡 = (X0,𝑠)

−1�X0,𝑡. Далее будем писать X𝑡 вместо
X0,𝑡.

Для X = (1,X1,X2,X3) ∈ C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) положим

‖X‖𝛼 =
3∑︁

𝑖=1

‖X𝑖‖1/𝑖𝑖𝛼 .

Грубая траектория X = (1,X1,X2,X3) называется геометрической, если

Sym(X𝑖
𝑠,𝑡) =

1

𝑖!
(X1

𝑠,𝑡)
⊗𝑖 ∀𝑖 = 1, 2, 3.

Множество геометрических грубых траекторий будем обозначать через C 𝛼
𝑔 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ).

Будем говорить, что элемент X ∈ C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) является грубой траекторией
над 𝑋 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), если X1

0,𝑡 = 𝑋𝑡 для любых 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Пусть 𝑋 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), а X = (1,X1,X2,X3) – грубая траектория над 𝑋. Будем

говорить, что функция 𝑌𝑡 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ],𝑊 ) слабо управляется грубой траекторией X ∈
∈ C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), если существуют функции 𝑌 (1) : [0, 𝑇 ] → L(𝑉,𝑊 ), 𝑌 (2) : [0, 𝑇 ] → L(𝑉 ⊗2,𝑊 )

такие, что 𝑌𝑠,𝑡 = 𝑌
(1)
𝑠 X1

𝑠,𝑡 + 𝑌
(2)
𝑠 X2

𝑠,𝑡 +𝑅𝑌,3
𝑠,𝑡 , 𝑌

(1)
𝑠,𝑡 = 𝑌

(2)
𝑠 X1

𝑠,𝑡 +𝑅𝑌,2
𝑠,𝑡 , 𝑌

(2)
𝑠,𝑡 = 𝑅𝑌,1

𝑠,𝑡 ; а каждый из
остаточных членов 𝑅𝑌,𝑖 имеет конечную гельдеровскую полунорму ‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼, 𝑖 = 1, 2, 3.

Определим банахово пространство

D𝛼
X([0, 𝑇 ],𝑊 ) =

{︂
(𝑌, 𝑌 (1), 𝑌 (2)) : 𝑌 ∈ 𝐶𝛼([0, 𝑇 ],𝑊 ),

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼 <∞
}︂

с нормой

‖Y‖D𝛼
X

:=
2∑︁

𝑖=0

|𝑌 (𝑖)
0 | +

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼,
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где 𝜇 << 1 имеет смысл малого параметра, определяющего поведение решения в по-
граничном слое. Данная задача традиционно рассматривается в качестве простешей ли-
неаризованной модели течения вязкой несжимаемой жидкости с заданным полем скоро-
стей, удолвлетворяющим уравнению неразрывности. На примере данной модельной задачи
сравним эффективность спектрального метода Чебышёва и метода конечных разностей
при моделировании динамики жидкости в каналах переменной ширины.

Пусть область R имеет криволинейные горизонтальные границы,

R =
{︀

𝑥 ∈ [−1, 1], |𝑦| ≤ (1 − 𝛼 cos (0.5𝜋𝑥))−2}︀
, (3)

что соответствует каналу с переменной шириной по вертикали. Переход к новым криво-
линейным координатам, 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦) = 𝑦 (1 − 𝛼 cos (0.5𝜋𝑥))2, сводит задачу
(1)–(2) к задаче в прямоугольной области

𝑎11
𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
+ 𝑎22

𝜕2𝑢

𝜕𝜉2
+ 𝑎12

𝜕2𝑢

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝑎1

𝜕𝑢

𝜕𝜉
+ 𝑎2

𝜕𝑢

𝜕𝜂
= 𝑓

(︀
𝜂, 𝜉 (1 − 𝛼 cos (0.5𝜋𝜂))−2)︀

, (𝜂, 𝜉) ∈ 𝑅, (4)

𝑅 = [−1, 1] × [−1, 1], 𝑢(±1, 𝜂) = 𝑢(𝜉, ±1) = 0, (5)

где
𝑎11 = 𝜇

(︀
𝜂2

𝑥 + 𝜂2
𝑦

)︀
, 𝑎22 = 𝜇

(︀
𝜉2

𝑥 + 𝜉2
𝑦

)︀
, 𝑎12 = 𝜇 (𝜉𝑥𝜂𝑥 + 𝜉𝑦𝜂𝑦) ,

𝑎1 = 𝜇 (𝜂𝑥𝑥 + 𝜂𝑦𝑦) + 𝑣𝑥𝜂𝑥 + 𝑣𝑦𝜂𝑦, 𝑎2 = 𝜇 (𝜉𝑥𝑥 + 𝜉𝑦𝑦) + 𝑣𝑥𝜉𝑥 + 𝑣𝑦𝜉𝑦.

На первый взгляд постановка задачи представляется исскуственно упрощенной в силу
того, что мы полагаем заранее известными аналитические выражения для новых криволи-
нейных координат. Тем не менее, важно подчеркнуть, что данный подход без существенной
потери точности может быть обобщен и на случай, когда ширина канала не имеет явной
аналитической зависимости от продольной координаты. Например, когда ширина канала
является решением отдельной (или частью самосогласованной) задачи, которая решается
в совокупности с задачей (4), (5) численно. В этом случае производные при расчете ко-
эффициентов уравнения (4) могут быть вычислены в узлах прямоугольной сетки также
численно, используя, например, технику спектрального дифференцирования.
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[1]. Предлагаемый программный комплекс основан на математической модели Hovorka [2],
представляющей собой систему из десяти нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений, в которой в качестве внешних воздействий рассматривают инсулиновые дозы и
приемы пациентом углеводной пищи. Математическая модель состоит из подсистемы глю-
козы (абсорбция, распределение и утилизация), подсистемы инсулина (абсорбция, распре-
деление и утилизация) и подсистемы действия инсулина (действие инсулина на перенос,
удаление и эндогенное производство глюкозы).

Предлагаемое веб-приложение предназначено для моделирования глюкозо-инсулиново-
го взаимодействия у пациентов с сахарным диабетом первого типа и автоматизации про-
цессов, связанных с оценкой их состояния. Программный комплекс объединяет функции
ввода данных пациента, описание внешних воздействий, прогнозирования уровня глюко-
зы и визуализации результатов, обеспечивая удобный доступ к ним через веб-интерфейс.
Основное назначение программного комплекса — выполнять моделирование на основе си-
стемы дифференциальных уравнений и использовать полученные результаты для анализа
состояния пациента.

Приложение ориентировано как на пациентов, так и на медицинские учреждения. Для
пациентов система предоставляет возможность вводить данные о приёме пищи, инъекциях
инсулина и получать прогноз изменения уровня глюкозы. Для врачей-эндокринологов
предусмотрен доступ к истории наблюдений, результатам моделирования и инструментам
анализа, что позволяет корректировать параметры модели и принимать обоснованные
решения. Использование веб-технологий обеспечивает доступ к системе через браузер без
необходимости установки дополнительного программного обеспечения.

Программное средство объединяет функции моделирования, хранения и анализа дан-
ных в единой системе. Оно представляет собой веб-ориентированное решение, обеспечива-
ющее удобный контроль параметров как пациентами, так и врачами, и позволяет повысить
эффективность контроля состояния при сахарном диабете первого типа. Архитектура веб-
приложения создается с использованием современных технологий: Python и Django для
серверной логики, математических вычислений (решений системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений) и реализации веб-интерфейса, PostgreSQL для хранения данных, а
также JavaScript и библиотеки визуализации для наглядного отображения графиков и
прогнозов. Такая архитектура обеспечит устойчивую работу системы, масштабируемость
и возможность интеграции дополнительных модулей в будущем. Структура базы данных
спроектирована с учётом хранения информации о пациентах, параметрах моделирования,
результатах расчётов и истории изменений. База данных обеспечивает логическую целост-
ность, надёжность и быстрый доступ к данным для анализа и визуализации. Интуитив-
но понятный пользовательский интерфейс обеспечивает удобный ввод данных, наглядное
представление результатов, прогнозирование состояния и возможность работы пользова-
телям с разным уровнем подготовки.

Функциональная модель программного средства описывает основные возможности си-
стемы и взаимодействие пользователей с её компонентами. Она отражает структуру вы-
полняемых системой функций и служит основой для дальнейшей детализации вариан-
тов использования и функциональных требований. Веб-приложение использует ролевую
модель доступа, в рамках которой пользователи разделяются на несколько категорий в
зависимости от выполняемых задач. Такой подход позволяет разграничить права досту-
па, повысить безопасность системы и обеспечить удобство работы для различных типов
пользователей. Каждая роль в системе представляет собой абстракцию, объединяющую
пользователей с одинаковыми правами доступа и сценариями работы. Роль определяет
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КОНСЕРВАТИВНАЯ МОНОТОННАЯ СХЕМА
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ КОНВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ

О.А. Лаврова, В.К. Полевиков

Предметом нашего рассмотрения является безразмерное двумерное стационарное урав-
нение конвекции-диффузии в магнитной жидкости, которое в декартовых координатах 𝑥1,
𝑥2 может быть записано в дивергентном виде [1]:

2∑︁
𝛼=1

𝜕

𝜕𝑥𝛼

[︃
𝜕𝐶

𝜕𝑥𝛼
−

(︃
𝛾(𝐻̃)

𝜕𝐻̃

𝜕𝑥𝛼
+ Re Sc 𝑣𝛼

)︃
𝐶

]︃
= 0,

где 𝐶 – объемная концентрация феррочастиц в магнитной жидкости; v = (𝑣1, 𝑣2) –
вектор скорости конвективного движения; Re – число Рейнольдса; Sc – число Шмид-
та; 𝛾(𝐻̃) = coth 𝐻̃ − 1/𝐻̃ ≥ 0 – функция Ланжевена, 𝐻̃ – безразмерная напряженность
магнитного поля. Для скорости конвективного движения выполняется условие неразрыв-
ности ∇ · v = 0, для напряженности магнитного поля – ∇2𝐻̃ ≥ 0 [1].

Рассмотрим более общее уравнение:
2∑︁

𝛼=1

L (𝑘,𝑟)
𝛼 𝑢 = −𝑓(𝑥), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) , (1)

где L (𝑘,𝑟)
𝛼 𝑢 = 𝜕

𝜕𝑥𝛼
ℓ
(𝑘,𝑟)
𝛼 𝑢, ℓ

(𝑘,𝑟)
𝛼 𝑢 = 𝑘 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
− 𝑟𝛼𝑢; 𝑘 = 𝑘 (𝑥1, 𝑥2) > 0, 𝑟𝛼 = 𝑟𝛼 (𝑥1, 𝑥2),

𝑞 =
∑︀2

𝛼=1
𝜕𝑟𝛼
𝜕𝑥𝛼

≥ 0.
Считая сетку равномерной с шагами ℎ1, ℎ2, запишем уравнение баланса для контроль-

ного объема 𝐷(0) =
{︁
𝑥
(−0.5)
𝛼 ≤ 𝑥𝛼 ≤ 𝑥

(+0.5)
𝛼 ; 𝛼 = 1, 2

}︁
, соответствующего внутреннему уз-

лу 𝑥 = 𝑥(0) =
(︁
𝑥
(0)
1 , 𝑥

(0)
2

)︁
∈ 𝐷(0), где 𝑥(±0.5)

𝛼 = 𝑥
(0)
𝛼 ± 0.5ℎ𝛼. Используя известное обозначение

для правой разностной производной ⟨⟩𝑥𝛼 =
(︀
⟨⟩(+1𝛼) − ⟨⟩(0)

)︀
/ℎ𝛼, получим уравнение балан-

са в виде:

ℎ1

⎛⎜⎜⎝
𝑥
(+0,5)
2∫︁

𝑥
(−0,5)
2

ℓ
(𝑘,𝑟)
1 𝑢

(︁
𝑥
(−0,5)
1 , 𝑥2

)︁
𝑑𝑥2

⎞⎟⎟⎠
𝑥1

+ ℎ2

⎛⎜⎜⎝
𝑥
(+0,5)
1∫︁

𝑥
(−0,5)
1

ℓ
(𝑘,𝑟)
2 𝑢

(︁
𝑥1, 𝑥

(−0,5)
2

)︁
𝑑𝑥1

⎞⎟⎟⎠
𝑥2

+

+

∫︁∫︁
𝐷(0)

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 0. (2)

Из уравнения (2) имеем 𝜕𝑢/𝜕𝑥𝛼 =
(︁
ℓ
(𝑘,𝑟)
𝛼 𝑢+ 𝑟𝛼𝑢

)︁
/𝑘 при 𝑥𝛼 = 𝑥

(−0.5)
𝛼 ; 𝛼 = 1, 2. Инте-

грируя по 𝑥𝛼 от 𝑥
(−1)
𝛼 до 𝑥

(0)
𝛼 , получим 𝑢(0) − 𝑢(−1𝛼) ≈

(︁
ℓ
(𝑘,𝑟)
𝛼 𝑢+ 𝑟𝛼𝑢

)︁(−0.5𝛼) 𝑥
(0)
𝛼∫︀

𝑥
(−1)
𝛼

(1/𝑘) 𝑑𝑥𝛼,

где 𝑢(0) = 𝑢
(︀
𝑥(0)
)︀
, 𝑢(−11) = 𝑢

(︁
𝑥
(−1)
1 , 𝑥

(0)
2

)︁
, 𝑢(−12) = 𝑢

(︁
𝑥
(0)
1 , 𝑥

(−1)
2

)︁
, 𝑢(−0.51) = 𝑢

(︁
𝑥
(−0.5)
1 , 𝑥

(0)
2

)︁
,

𝑢(−0.52) = 𝑢
(︁
𝑥
(0)
1 , 𝑥

(−0.5)
2

)︁
. Отсюда следует

(︀
ℓ(𝑘,𝑟)𝛼 𝑢

)︀(−0.5𝛼) ≈ ∘
𝑎𝛼 𝑢𝑥̄𝛼 − 𝑟(−0.5𝛼)

𝛼 𝑢(−0.5𝛼);
∘
𝑎𝛼=

(︃
1

ℎ𝛼

∫︁ 𝑥
(0)
𝛼

𝑥
(−1)
𝛼

1

𝑘
𝑑𝑥𝛼

)︃−1

, 𝑢𝑥̄𝛼 = 𝑢(−1𝛼)
𝑥𝛼

.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ КОРНЕЙ ПОЛИНОМОВ:
РАЗВИТИЕ МЕТОДА БЕРНУЛЛИ – ЭЙЛЕРА – ЛАГРАНЖА – ЭЙТКЕНА

А.В. Лебедев, Ю.В. Трубников , М.М. Чернявский

В докладе развит метод Эйлера – Лагранжа вычисления всех корней произвольного
полинома 𝑃 (𝑧) с комплексными коэффициентами, на базе подсчёта пределов отношений
определителей (как и в методах Бернулли – Эйткена), построенных по коэффициентам
разложений в ряды Тейлора и Лорана функции 𝑃 ′(𝑧)

𝑃 (𝑧)
.

Пусть 𝑃 (𝑧) = 𝑎0𝑧
𝑛+𝑎1𝑧

𝑛−1+...+𝑎𝑛−1𝑧+𝑎𝑛, 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 ∈ C; 𝑎0, 𝑎𝑛 ̸= 0 – произвольный
полином степени 𝑛, для которого 0 не является корнем, т.е.

𝑃 (𝑧) = 𝑎0(𝑧 − 𝑧1)
𝑚1 · ... · (𝑧 − 𝑧𝑝)

𝑚𝑝 ,

где 𝑚1 + 𝑚2 + . . . + 𝑚𝑝 = 𝑛 – сумма кратностей корней 𝑧𝑗 и 𝑧𝑖 ̸= 𝑧𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 и 𝑧𝑗 ̸= 0,
𝑗 = 1, . . . , 𝑝. Вместе с полиномом 𝑃 (𝑧) рассмотрим рациональную функцию

𝑃 ′(𝑧)

𝑃 (𝑧)
=

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗

𝑧 − 𝑧𝑗
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘. (1)

Здесь правая часть – разложение функции 𝑃 ′(𝑧)
𝑃 (𝑧)

в ряд Тейлора в окрестности нуля.
По коэффициентам 𝑐𝑘 ряда (1) строятся определители Адамара. А именно, для каждой

пары натуральных чисел (𝑘, 𝑟), 𝑘 ≥ 0, 𝑟 > 0 определителем Адамара 𝐻𝑘,𝑟 называется
определитель

𝐻𝑘,𝑟 :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑐𝑘 𝑐𝑘+1 . . . 𝑐𝑘+𝑟−1

𝑐𝑘+1 𝑐𝑘+2 . . . 𝑐𝑘+𝑟

. . . . . . . . . . . .
𝑐𝑘+𝑟−1 𝑐𝑘+𝑟 . . . 𝑐𝑘+2(𝑟−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Лемма 1. Имеют место равенства:

при 𝑟 > 𝑝 𝐻𝑘,𝑟 = 0; и
𝐻𝑘,𝑝

𝐻𝑘+1,𝑝

= 𝑧1 · ... · 𝑧𝑝 .

А при 𝑟 < 𝑝 справедлива
Теорема 1. Пусть 0 < |𝑧1| ≤ |𝑧2| ≤ ... ≤ |𝑧𝑟| < |𝑧𝑟+1| ≤ |𝑧𝑟+2| ≤ ... ≤ |𝑧𝑝|. Тогда

lim
𝑘→∞

𝐻𝑘,𝑟

𝐻𝑘+1,𝑟

= 𝑧1 · ... · 𝑧𝑟 .

При этом ⃒⃒⃒⃒
𝐻𝑘,𝑟

𝐻𝑘+1,𝑟

− 𝑧1 · ... · 𝑧𝑟
⃒⃒⃒⃒
< 𝐶𝑞𝑘,

где
0 < 𝑞 =

|𝑧𝑟|
|𝑧𝑟+1|

< 1.

Теорема 2. Пусть 0 < |𝑧1| ≤ |𝑧2| ≤ ... ≤ |𝑧𝑟| = |𝑧𝑟+1| ≤ |𝑧𝑟+2| ≤ ... ≤ |𝑧𝑝|. Тогда не
существует предела lim𝑘→∞

𝐻𝑘,𝑟

𝐻𝑘+1,𝑟
.
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ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ДЛЯ ОПЕРАТОРА ВТОРОГО ПОРЯДКА

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А.А. Махамуд, Э.Л. Шишкина

Преобразования Фурье и Лапласа являются одними из ключевых методов в исследо-
вании множества задач математического анализа, особенно в области дифференциальных
уравнений. Однако из применение часто ограничивается дифференциальными уравнени-
ями с постоянными коэффициентами. Поэтому, хотелось бы иметь интегральное преобра-
зование, позволяющее решать дифференциальные уравнения с переменными коэффици-
ентами и сохраняющее основные свойства преобразований Фурье и Лапласа.

Пусть 𝐼 = (0, ℓ), где 0<ℓ≤∞ – заданный интервал на вещественной прямой, и пусть
𝜔(𝑥)> 0 – неотрицательная локально суммируемая на 𝐼 весовая функция. Рассмотрим
оператор с переменными коэффициентами вида 𝑃 = 1

𝜔(𝑥)
𝑑
𝑑𝑥
𝜔(𝑥) 𝑑

𝑑𝑥
. Методы решения задач

Штурма-Лиувилля с такими операторами изложены в [1,2].

Мы будем использовать следующую запись: (𝑓, 𝑔)𝜔 =

ℓ∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥.

Обозначим через 𝐿𝑝
𝜔(𝐼) пространство всех измеримых функций 𝑓 таких, что

|𝑓 |𝑝𝜔 ∈ 𝐿1(𝐼), с нормой, заданной формулой:

‖𝑓‖𝑝,𝜔 = ‖𝑓𝜔1/𝑝‖𝐿𝑝 =

⎛⎝ ℓ∫︁
0

|𝑓(𝑥)|𝑝𝜔(𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠1/𝑝

, 1 ≤ 𝑝 <∞.

Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2
𝜔(𝐼) и дважды непрерывно дифференцируема на 𝐼. Для меры 𝜔(𝑥)𝑑𝑥 и

оператора 𝑃 = 1
𝜔(𝑥)

𝑑
𝑑𝑥
𝜔(𝑥) 𝑑

𝑑𝑥
справедлива формула интегрирования по частям

ℓ∫︁
0

(𝑃𝑓)(𝑥)𝑔(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜔(𝑥)(𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥))|ℓ0 +

ℓ∫︁
0

𝑓(𝑥)(𝑃𝑔)(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥.

Построим интегральное преобразование вида I𝜔{𝑓(𝑥)}(𝜉) =

∞∫︁
0

𝑓(𝑥)𝐾(𝑥, 𝜉)𝜔(𝑥)𝑑𝜉, приспо-

собленное для работы с оператором 𝑃 . Для такого преобразования ядро 𝐾(𝑥, 𝜉) будет
связано с оператором 𝑃 равенством

(𝑃𝑥𝐾)(𝑥, 𝜉) = 𝜅𝜉2𝐾(𝑥, 𝜉), 𝜅 ∈ R

при условиях

lim
𝑥→0+

𝜔(𝑥)𝐾(𝑥, 𝜉) = 𝑎0(𝜉), lim
𝑥→0+

𝜔(𝑥)𝐾 ′
𝑥(𝑥, 𝜉) = 𝑎1(𝜉), lim

𝑥→+∞
𝜔(𝑥)𝐾(𝑥, 𝜉) = 0.

Для удобства обычно берут 𝜅 = ±1.
Теорема. Пусть 𝑓 : R → R — непрерывная функция, дважды дифференцируемая на

любом отрезке вида [0, 𝐴], такая, что

lim
𝐴→+∞

𝜔(𝐴)𝑓(𝐴)𝐾 ′
𝑥(𝑥, 𝜉)|𝑥=𝐴 = 0, lim

𝐴→+∞
𝜔(𝐴)𝑓 ′(𝐴)𝐾(𝐴, 𝜉) = 0,
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с граничными и начальными условиями. Конечно-разностные уравнения, предшествую-
щие выводу дифференциальных уравнений, иногда содержат бо́льшую информацию, чем
получающееся из него дифференциальное уравнение. При совершении предельных пере-
ходов для вывода волнового уравнения могут теряться члены высокого порядка малости,
несущие важный физический смысл. Об этом знал и Коши — соавтор теории пределов. По-
скольку современное решение дифференциальных уравнений производится разностными
численными методами в виде конечно-разностных уравнений, то существенного увеличе-
ния сложностей решения задач, составленных из конечно-разностных уравнений вместо
дифференциальных не ожидается. А новые подробности поведения жидкости в результате
решения могут быть получены.

Сформулированные выше положения продемонстрируем на примере уравнения нераз-
рывности жидкости или газа — дивергенция вектора скорости равна нулю. В таком виде
без учета деформаций сдвига уравнение неразрывности преподается в высшей школе и
используется в инженерных расчетах. Но в 1752 г. Эйлер сделал вывод уравнения нераз-
рывности для несжимаемой жидкости деформированием контрольной фигуры, например
квадрата или куба, деформациями сжатия-растяжения и сдвига. Полученное им уравне-
ние в современных обозначениях включает три инварианта тензора скоростей деформаций
𝐼1, 𝐼2, 𝐼3:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ (𝑡− 𝑡0)𝐼2 + (𝑡− 𝑡0)

2𝐼3 = 0

Здесь 𝑢, 𝑣, 𝑤 — компоненты вектора скорости вдоль осей координат 𝑥, 𝑦, 𝑧. Первым
инвариантом 𝐼1 является дивергенция вектора скорости. Второй инвариант:

𝐼2 =

[︂(︂𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

)︂
+

(︂ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝜕𝑧

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

)︂
+

(︂
𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑤
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑥

)︂]︂
Третьим инвариантом 𝐼3 является якобиан третьего порядка. Такое уравнение нераз-

рывности может рассматриваться как конечно-разностное, так как содержит приращение
времени 𝑡− 𝑡0.

В 2006 г. было выписано аналогичное уравнение неразрывности для нестационарного
течения сжимаемой жидкости:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝜌𝑤

𝜕𝑧
+ (𝑡− 𝑡0)𝜌𝐼2 + (𝑡− 𝑡0)

2𝜌𝐼3 = 0

С его использованием было выведено методом акустической аналогии Лайтхилла неод-
нородное волновое уравнение:

𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑝

𝜕𝑧2
− 1

𝑐20

𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
= 𝜌0

[︂
𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
+
𝜕(𝑣, 𝑤)

𝜕(𝑦, 𝑧)
+
𝜕(𝑤, 𝑢)

𝜕(𝑧, 𝑥)

]︂
+ (𝑡− 𝑡0)

2𝜌0
𝜕(𝑢, 𝑣, 𝑤)

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)
= 0

Здесь 𝑝 обозначает волновое давление, 𝑐0 — скорость звука, 𝜌0 — термодинамическую
плотность. Второй и третий инварианты вошли в неоднородную часть волнового уравне-
ния и оказались генераторами возникновения волн.

При решении задачи течения жидкости конечно-разностным методом по уравнению
неразрывности, записанном в конечно-разностном виде с учетом второго инварианта, мож-
но ожидать появления в нестационарном решении длинноволновых колебаний, отражаю-
щих действительное поведение сжимаемой среды. Третий инвариант генерирует волны
типа ударной волны Жуковского.
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частиц из вершин графа на одно из соответствующих ребер, выбор которого задают до-
ли 𝜋12,𝑘, 𝜋21,ℓ. Запаздывания 𝜔12,𝑘, 𝜔21,ℓ означают длительности перемещения частиц по
соответствующему ребру графа. Начальные данные (3) означают, что в нулевой момент
времени частицы изучаемой популяции отсутствуют. При 𝑡 = 0 в уравнениях (1), (2) ис-
пользуются правосторонние производные.

В приложениях система (1)–(3) может описывать локальную циркуляцию клеток раз-
личных типов и вирусных частиц в процессе развития инфекционного заболевания. Вер-
шинами графа могут служить лимфатические узлы или некоторые органы, ребрами гра-
фа – лимфатические и кровеносные сосуды.

Обозначим:
∆ = (𝜇1 + 𝛾1)(𝜇2 + 𝛾2) − 𝛽1𝛽2𝛾1𝛾2 > 0,

0 < 𝛽1 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑒−𝜆12,𝑘𝜔12,𝑘𝜋12,𝑘 < 1, 0 < 𝛽2 =
𝑚∑︁
ℓ=1

𝑒−𝜆21,ℓ𝜔21,ℓ𝜋21,ℓ < 1.

Система (1), (2) имеет положение равновесия

𝑥
(*)
1 = (𝑟1(𝜇2 + 𝛾2) + 𝑟2𝛾2𝛽2)∆

−1 > 0,

𝑥
(*)
2 = (𝑟2(𝜇1 + 𝛾1) + 𝑟1𝛾1𝛽1)∆

−1 > 0.

Решение 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) задачи Коши (1)–(3) существует, единственно, компоненты реше-
ния неотрицательны на промежутке 𝑡 ∈ [0,∞), и выполнены следующие соотношения:

𝑥
(*)
1 − 𝑦

(*)
1 𝑒−𝜌* 𝑡 6 𝑥1(𝑡) 6 𝑥

(*)
1 , (4)

𝑥
(*)
2 − 𝑦

(*)
2 𝑒−𝜌* 𝑡 6 𝑥2(𝑡) 6 𝑥

(*)
2 , (5)

lim
𝑡→+∞

𝑥1(𝑡) = 𝑥
(*)
1 , lim

𝑡→+∞
𝑥2(𝑡) = 𝑥

(*)
2 .

В соотношениях (4), (5) константа 𝜌* – единственный корень уравнения

𝜙1(𝜌) = 𝜙2(𝜌), 0 < 𝜌 < min{𝜇1 + 𝛾1, 𝜇2 + 𝛾2}, (6)

где функции 𝜙1(𝜌), 𝜙2(𝜌) имеют вид

𝜙1(𝜌) = (𝜇1 + 𝛾1 − 𝜌)(𝜇2 + 𝛾2 − 𝜌), 𝜌 > 0,

𝜙2(𝜌) = 𝛾1𝛾2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒−𝜆12,𝑘𝜔12,𝑘𝜋12,𝑘 𝑒
𝜌𝜔12,𝑘

𝑚∑︁
ℓ=1

𝑒−𝜆21,ℓ𝜔21,ℓ𝜋21,ℓ 𝑒
𝜌𝜔21,ℓ , 𝜌 > 0,

а константы 𝑦
(*)
1 , 𝑦(*)2 таковы:

𝑦
(*)
1 =

(𝜇2 + 𝛾2 − 𝜌*)𝑦
(*)
2∑︀𝑛

𝑘=1 𝑒
−𝜆12,𝑘𝜔12,𝑘𝜋12,𝑘 𝑒𝜌* 𝜔12,𝑘𝛾1

> 0,

𝑦
(*)
2 = max

{︁∑︀𝑛
𝑘=1 𝑒

−𝜆12,𝑘𝜔12,𝑘𝜋12,𝑘 𝑒
𝜌* 𝜔12,𝑘𝛾1

𝜇2 + 𝛾2 − 𝜌*
𝑥
(*)
1 , 𝑥

(*)
2

}︁
> 0.

Корень 𝜌* уравнения (6) может быть найден с привлечением простейших численных ме-
тодов, например, с помощью метода деления отрезка пополам.
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где 𝜙𝑖 — некоторые непрерывно дифференцируемые функции, которые не зависят от па-
раметра НТП 𝑡. При 𝑘 = 𝑛 будем говорить о полностью нейтральном по Хиксу НТП [1].

Так, например, для многофакторной ПФ (1) имеют место следующие утверждения.
Теорема 1. Динамическая многофакторная ПФ (1) учитывает нейтральный по Хик-

су относительно факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑘 6 𝑛, НТП тогда и только тогда,
когда многофакторную ПФ (1) можно представить в одной из аналитических форм

𝑓1(𝑥, 𝑡) = Φ
(︀
𝑥
𝛼1
1 · . . . · 𝑥𝛼𝑘

𝑘 , 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡
)︀
, 𝛼𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

𝑓2(𝑥, 𝑡) = Φ
(︀
𝑎1𝑥

1−𝛾
1 + . . .+ 𝑎𝑘𝑥

1−𝛾
𝑘 , 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡

)︀
, 𝑎𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝛾 ∈ R ∖ {1},

где Φ — произвольная неотрицательная непрерывно дифференцируемая функция.
Теорема 2. Динамическая многофакторная ПФ (1) учитывает расширенно нейтраль-

ный по Хиксу относительно факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑘 6 𝑛, НТП тогда и
только тогда, когда она представима в форме 𝑓(𝑥, 𝑡) = Φ

(︀
Ψ(𝑥), 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡

)︀
, где функ-

ции Φ (неотрицательная) и Ψ являются непрерывно дифференцируемыми.
Теорема 3. Динамическая многофакторная ПФ (1) учитывает полностью нейтраль-

ный по Хиксу относительно факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑘 6 𝑛, НТП тогда и
только тогда, когда ее можно представить в виде 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) · Λ(𝑥), где
𝐴 и Λ — некоторые неотрицательные непрерывно дифференцируемые функции.

Теорема 4. Динамическая ПФ (1), учитывающая полностью нейтральный по Хиксу
НТП относительно факторов 𝑥1 и 𝑥2, будет также учитывать и нейтральный по Хик-
су относительно факторов 𝑥1 и 𝑥2 НТП, если и только если ее можно представить в
аналитической форме 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) ·𝐻

(︀
Ψ(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛

)︀
, где 𝐴 и 𝐻 — неко-

торые неотрицательные непрерывно дифференцируемые функции своих аргументов, а Ψ
есть линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функция двух переменных.

Теорема 5. ПФ (1), учитывающая полностью нейтральный по Хиксу относительно
факторов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 НТП, будет также учитывать и нейтральный по Хиксу относи-
тельно факторов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 (𝑘 > 2, 𝑘 6 𝑛), НТП, если и только если ПФ (1) можно пред-
ставить в одной из двух форм 𝑓1(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) · 𝐻

(︀
𝑥
𝛼1
1 · . . . · 𝑥𝛼𝑘

𝑘 , 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛
)︀
,

или 𝑓2(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡)·𝐻
(︀
𝑎1𝑥

1−𝛾
1 +. . .+𝑎𝑘𝑥

1−𝛾
𝑘 , 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛

)︀
, 𝛼𝑖, 𝑎𝑖 ∈ R, 𝛾 ∈ R∖{1},

где 𝐴 и 𝐻 — некоторые неотрицательные непрерывно дифференцируемые функции.

Работа выполнена при поддержке БРФФИ в рамках НИР «Экономико-математическое
моделирование научно-технического прогресса в контексте производственных функций
для прогнозирования экономического роста Республики Беларусь», № ГР 20221093.
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Считается, что СеМО находится в состоянии (k, 𝑟, 𝑡),если в момент времени 𝑡 компонен-
ты 𝑘𝑖 (𝑡) = 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, образуют вектор k = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) и управляющая MMPP-потоком
цепь Маркова 𝑟 (𝑡) пребывает в состоянии 𝑟.

Доказано, что вероятности состояний рассматриваемой сети, удовлетворяют системе
разностно-дифференциальных уравнений вида

𝑑𝑃 (𝑘, 𝑟, 𝑡)

𝑑𝑡
= −

[︃
𝑅∑︁

𝑟=1

𝜆𝑟 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖 min (𝑚𝑖, 𝑘𝑖) + 𝛼 + 𝛽

]︃
𝑃 (k, 𝑟, 𝑡) +

+
𝑅∑︁

𝑟=1

𝜆𝑟

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝0𝑖𝑢 (𝑘𝑖)𝑃 (k − 𝐼𝑖, 𝑟, 𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖 min (𝑚𝑖, 𝑘𝑖 + 1) 𝑝0𝑖𝑃 (k + 𝐼𝑖, 𝑟, 𝑡) +

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
(𝑗 ̸=𝑖)

𝜇𝑖 min (𝑚𝑖, 𝑘𝑖 + 1) 𝑝𝑖𝑗𝑢 (𝑘𝑗)𝑃 (k + 𝐼𝑖 − 𝐼𝑗, 𝑟, 𝑡) +

+𝛽𝑃 (k, 𝑟 + 1, 𝑡) + 𝛼𝑃 (k, 𝑟 − 1, 𝑡) ,

где 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑗‖(𝑛+1)×(𝑛+1) стохастическая матрица переходов; 𝐼𝑖− 𝑛-вектор с нулевыми ком-
понентами, за исключением компоненты с номером 𝑖, равной 1; 𝑢 (𝑥)−функция Хэвисайда.

Для решения полученной системы предлагается использовать метод многомерных про-
изводящих функций.

Литература
1. Бородин, Н. Н. Характеристики суммарного объема требований в СеМО Джексона / Н. Н. Бо-

родин, Ю. В. Малинковский // Вестн. Томского гос. ун-та. Сер. Управление, вычислительная
техника и информатика. – 2010. – № 1. – С. 25–32.

2. Малинковский, Ю. В. Инвариантность стационарного распределения вероятностей состоя-
ний сетей с многорежимными стратегиями обслуживания, разнотипными заявками и дисципли-
ной обслуживания LCFS PR / Ю. В. Малинковский, А. Н. Старовойтов, А. Р. Еремина // Вестн.
Томского гос. ун-та. Сер. Управление, вычислительная техника и информатика. – 2009. – № 3. –
С. 33–39.

3. Статкевич, С. Э. Об одном методе исследования НМ-сетей с ненадежными системами об-
служивания и ограниченным временем ожидания разнотипных заявок / С. Э. Статкевич // Весн.
Гродзен. дзярж. ун-та iмя Я. Купалы. Сер. 2. – 2023. – № 3(13). – С. 129–140.

4. Маталыцкий, М. А. Стохастические сети с ограниченным временем ожидания заявок и
ненадежным обслуживанием: моногр. / М. А. Маталыцкий, С. Э. Статкевич. – Гродно : ГрГУ,
2014. – 248 с.

5. Rusilko, T. V. Application of queueing network models in insurance / T. V. Rusilko // Известия
Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Информатика. – 2022.
– Т. 22, вып. 3. – С. 315–321.

6. Башарин, Г. П. Анализ очередей в вычислительных сетях: Теория и методы расчета /
Г. П. Башарин, П. П. Бочаров, Я. А. Коган. – М : Наука, 1989. – 334 с.

НЕЙРОСЕТЕВАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ РЕДАКЦИОННОГО
ДОКУМЕНТООБОРОТА НА ОСНОВЕ ЭРГОДИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

ГАМИЛЬТОНА–ЯКОБИ–БЕЛЛМАНА

Д.А. Сьянов

Решение задачи оптимального управления массовым обслуживанием через диффу-
зионное приближение опирается на нелинейное уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана
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where {ỹ𝑡}𝑇+𝜏
𝑡=𝑇+1 is the ground-truth future trajectory.

Experiments. We evaluate on pedestrian trajectory datasets. Results are shown in Ta-
ble 1.

Model ADE (m) FDE (m)
LSTM 0.64 1.12

Neural ODE [1] 0.48 0.89
Equivariant Neural ODE (ours) 0.41 0.75

Table 1. Average Displacement Error (ADE) and Final Displacement Error (FDE).

Our method achieves the lowest prediction errors. Under 90∘ rotation, our model main-
tains performance while baselines degrade by over 20%, demonstrating the effectiveness of the
equivariance property.

Conclusion. We introduced Equivariant Neural ODEs for trajectory prediction, combining
an E-RNN encoder with a Neural ODE decoder. The framework guarantees equivariance to
geometric transformations, improving robustness and data efficiency. Future work includes
extensions to 3D trajectories and multi-agent interactions.

This work was supported by the Shenzhen BSQD project under Grant Agreement No.
RCBS20231211090749086 and by the Belarusian Republican Foundation for Fundamental Re-
search, project No. F25KI-087.
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IMPACT OF BASIC NETWORK MOTIFS ON THE COLLECTIVE
RESPONSE TO PERTURBATIONS

P. Ji

1. Motivation and Background
The propagation of signals or perturbations through complex networks is a fundamental

process underlying many collective phenomena, such as epidemic spreading, cascading failures,
and information diffusion. Previous work by Hens et al.[1] proposed universal scaling regimes for
signal propagation based on node degrees, suggesting that propagation patterns are determined
by the average number of nodes and their average degree along paths, largely ignoring the role
of local motifs like triangles.

However, empirical networks are rich in motifs—recurring subgraphs that serve as building
blocks of network structure. Triangles, in particular, are abundant in many real-world networks
(e.g., protein-protein interaction networks, social networks). The author argue that these motifs
can fundamentally alter propagation dynamics, leading to deviations from previously proposed
scaling laws.

2. Theoretical Framework
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Доказать, что отношение 𝑂𝑀 ·𝑂𝑁
𝑂′𝑀 ′·𝑂′𝑁 ′ не зависит от направления секущих при условии, что

точки 𝑂 и 𝑂′ остаются неизменными.
Эта задача решается аналогично предыдущей, см. [3, с. 177] или [4, с. 238]. Полезно

предложить успевающим студентам подумать над обобщением этого факта.
У результатов задач 1, 2 есть красивые частные случаи. Здесь полезно отдельно рас-

смотреть случай окружности — получаются простые факты, хорошо известные из школы.
Задача 3. [3, с. 178], [4, с. 74, задача 51] Доказать, что для всякой центральной

кривой второго порядка произведения отрезков, на которые разделяют друг друга две
пересекающиеся хорды, относятся между собою, как квадраты диаметров, параллельных
этим хордам.

Задача 4. [3, с. 178], [4, с. 74, задача 52] Доказать, что длины двух касательных,
проведенных из какой-нибудь точки к центральной кривой второго порядка, относятся
между собой, как диаметры, параллельные этим касательным.

Еще одно замечательное приложение этих же идей — теорема Карно:
Теорема Карно. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶 . На стороне 𝐵𝐶 взяты точки 𝐴1 и 𝐴2, на

стороне 𝐴𝐶 — точки 𝐵1 и 𝐵2, на стороне 𝐴𝐵 — точки 𝐶1 и 𝐶2. Доказать, что че-
рез точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2 проходит кривая второго порядка тогда и только тогда,
когда

𝐴𝐵 1 · 𝐴𝐵 2 · 𝐵𝐶1 · 𝐵𝐶2 · 𝐶𝐴1 · 𝐶𝐴2

𝐶𝐵1 · 𝐶𝐵2 · 𝐴𝐶1 · 𝐴𝐶2 · 𝐵𝐴 1 · 𝐵𝐴 2
= 1 .

Необходимость сформулирована в [4, с. 74, задача 53] и доказывается идеями, описан-
ными выше, см. [4, с. 238].

Доказательство достаточности может быть задано успевающим студентам отдельно
(нетривиален даже частный случай, когда 𝐴1 = 𝐴2, 𝐵1 = 𝐵2, 𝐶1 = 𝐶2, а линия должна
коснуться сторон треугольника).
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МЕТОДИКА ПРЕПОДАВАНИЯ МАТЕМАТИКИ В ВЫСШЕЙ ШКОЛЕ

А.Х. Хыдырова

Методика преподавания математики в высшей школе является важной областью педа-
гогической науки, направленной на совершенствование процесса обучения студентов ма-
тематическим знаниям, формирование логического и аналитического мышления, а также











АВТОРЫ ДОКЛАДОВ

Абрашина-Жадаева Н.Г. zhadaeva282@gmail.com. Ветеран труда, свободный 
исследователь-педагог, Минск, Беларусь. С. 69. 
Андрушкевич И.Е. racursj@yandex.ru. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 3. 
Антоневич А.Б. antonevich@bsu.by. Белорусский государственный университет, Минск, 
Беларусь. С. 50. 
Асташова И.В. ast.diffiety@gmail.com. Московский государственный университет имени 
М.В. Ломоносова, Российский экономический университет имени Г.В. Плеханова, Москва, 
Россия. С. 71. 
Бекиев А.Б. ashir1976@mail.ru. Каракалпакский государственный университет имени 
Бердаха, Нукус, Узбекистан. С. 5. 
Белько О.Н. belko_on@grsu.by. Гродненский государственный университет имени Янки 
Купалы, Гродно, Беларусь. С. 6, 25. 
Березкина Л.Л. berezkina.l51@mail.ru. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 120. 
Березкина Н.С. korotkaja3@gmail.com. Гродненский государственный университет 
имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь. С. 122. 
Борухов В.Т. borukhov@im.bas-net.by. Институт математики НАН Беларуси, Минск, 
Беларусь. С. 73. 
Братковский Е.В. bratkovsky.evgeny@yandex.com. Астон софт, Braiora LLC, Минск, 
Беларусь. С. 82. 
Бураченок И.Б. irina.psu@psu.by. Полоцкий государственный университет имени 
Евфросинии Полоцкой, Новополоцк, Беларусь. С. 123, 141. 
Вакульчик В.С. v.vaculchik@psu.by. Полоцкий государственный университет имени 
Евфросинии Полоцкой, Новополоцк, Беларусь. С. 123, 141. 
Валовик Д.В. dvalovik@mail.ru. Пензенский государственный университет, Пенза, 
Россия. С. 74. 
Васильев В.Б. vbv57@inbox.ru. Белгородский государственный национальный 
исследовательский университет, Белгород, Россия. С. 52. 
Васьковский М.М. vaskovskii@bsu.by. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 76, 136. 
Волков В.М. v.volkov@tut.by. Институт математики НАН Беларуси, Минск, Беларусь. 
С. 78. 
Волчёк В.С. vlad.volchek@bsuir.by. Белорусский государственный университет 
информатики и радиоэлектроники, Минск, Беларусь. С. 73. 
Вувуникян Ю.М. vuv64@mail.ru. Гродненский государственный университет имени 
Янки Купалы, Гродно, Беларусь. С. 53. 
Гарипов И.Б. ilnur_garipov@mail.ru. Казанский федеральный университет, Казань, 
Россия. С. 8. 
Гладков А.Л. gladkoval@bsu.by. Белорусский государственный университет, Минск, 
Беларусь. С. 9. 





АВТОРЫ ДОКЛАДОВ 159

Каянович С.С. kayanovichs@gmail.com. Белорусский государственный университет 
информатики и радиоэлектроники, Минск, Беларусь. С. 16. 
Ким А.В. avkim@imm.uran.ru. Институт математики и механики имени Н.Н. Кра-
совского УрО РАН, Екатеринбург, Россия. С. 109. 
Клименко И.И. 1065039@bsuedu.ru. Белгородский государственный национальный 
исследовательский университет, Белгород, Россия. С. 52. 
Козловская И.С. kozlovskaja@bsu.by. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 18, 134. 
Кононова О.А. KonanavaOA@bsu.by. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 125. 
Корзюк В.И. korzyuk@bsu.by. Институт математики НАН Беларуси, Белорусский 
государственный университет, Минск, Беларусь. С. 18, 19. 
Кратович П.С. tehnologia@mniirm.by. ОАО «Минский НИИ радиоматериалов», Минск, 
Беларусь. С. 73. 
Кузьменкова Е.Ю. ekuzmenkova83@gmail.com. Гомельский государственный университет 
имени Франциска Скорины, Гомель, Беларусь. С. 57. 
Куликов А.Н. anat_kulikov@mail.ru. Ярославский государственный университет имени 
П.Г. Демидова, Ярославль, Россия. С. 21. 
Куликов Д.А. kulikov_d_a@mail.ru. Ярославский государственный университет имени 
П.Г. Демидова, Ярославль, Россия. С. 21. 
Кушель О.Ю. kushel@mail.ru. Институт математики НАН Беларуси, Минск, Беларусь. 
С. 73. 
Лаврова О.А. lavrovaolga@mail.ru. Белорусский государственный университет, Минск, 
Беларусь. С. 85. 
Лашин Д.А. dalashin@gmail.com. Научно-производственная фирма «ФИТО», Москва, 
Россия. С. 71. 
Лебедев А.В. lebedev@bsu.by. Институт математики НАН Беларуси, Белорусский 
государственный университет, Минск, Беларусь. С. 87. 
Леваков А.А. levakov123321@gmail.com. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 136. 
Лишик К.Я. lishykksu@gmail.com. Белорусский государственный университет 
информатики и радиоэлектроники, Минск, Беларусь. С. 80. 
Лобанова Н.И. lobantchik@yandex.ru. Центр внешкольной работы, Зеленокумск, Россия. 
С. 137. 
Ловшенко И.Ю. lovshenko@bsuir.by. Белорусский государственный университет 
информатики и радиоэлектроники, Минск, Беларусь. С. 73. 
Люксембург И.Л. josef2016kolbasidze@mail.ru. Институт математики НАН Беларуси, 
Минск, Беларусь. С. 50. 
Мавлявиев Р.М. mavly72@mail.ru. Казанский федеральный университет, Казань, 
Россия. С. 8. 
Макарова Н.П. makarova_np@grsu.by. Гродненский государственный университет 
имени Янки Купалы, Беларусь. С. 138. 
Маковеева П.Е. p.e.makoveeva@spbu.ru. Санкт-Петербургский государственный 
университет, Санкт-Петербург, Россия. С. 23. 





АВТОРЫ ДОКЛАДОВ 161

Проневич А.Ф. pranevich@grsu.by. Гродненский государственный университет имени 
Янки Купалы, Гродно, Беларусь. С. 11, 25, 96, 138. 
Радыно Н.Я. mir@bsu.by. Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь. 
С. 145. 
Размыслович Г.П. razmysl@bsu.by. Белорусский государственный университет, Минск, 
Беларусь. С. 147. 
Рогозин С.В. rogosinsv@gmail.com. Белорусский государственный университет, Минск, 
Беларусь. С. 27. 
Рузиев М.Х. ruzievmkh@gmail.com. Институт математики имени В.И. Романовского 
Академии наук Республики Узбекистан, Ташкент, Узбекистан. С. 29. 
Русилко Т.В. rusilko@grsu.by. Гродненский государственный университет имени Янки 
Купалы, Гродно, Беларусь. С. 98. 
Рушнова И.И. rushnovabsu@gmail.com. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 120. 
Рябченко Н.В. nmankevich@tut.by. Гомельский государственный университет имени 
Франциска Скорины, Гомель, Беларусь. С. 30. 
Сарсенбаева Г.О. gozzalsarsenbaeva13@gmail.com. Каракалпакский государственный 
университет имени Бердаха, Нукус, Узбекистан. С. 29. 
Свистун А.Ч. svistun_ach@grsu.by. Гродненский государственный университет имени 
Янки Купалы, Гродно, Беларусь. С. 107.  
Селютин В.Д. selutin_v_d@mail.com. Орловский государственный университет, Орел, 
Россия. С. 137. 
Снегур М.О. snegur.max15@gmail.com. Пензенский государственный университет, Пенза, 
Россия. С. 105. 
Солиев Ю.С. su1951@mail.ru. Московский автомобильно-дорожный государственный 
технический университет, Московский технический университет связи и информатики, 
Москва, Россия. С. 61. 
Сопова Т.В. sopova_t@bsuedu.ru. Белгородский государственный национальный 
исследовательский университет, Белгород, Россия. С. 52. 
Станкевич А.В. Prestigioalexandr@gmail.com. Гродненский государственный 
университет имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь. С. 107. 
Старовойтов А.П. svoitov@gsu.by. Гомельский государственный университет имени 
Франциска Скорины, Гомель, Беларусь. С. 30. 
Старовойтова Е.Л. stelle@tut.by. Белорусско-Российский университет, Могилев, 
Беларусь. С. 149. 
Статкевич С.Э. sstat@grsu.by. Гродненский государственный университет имени Янки 
Купалы, Гродно, Беларусь. С. 100. 
Столярчук И.И. stolyarchuk.ivan.i@gmail.com. ООО «Нэкстсофт», Минск, Беларусь. 
С. 19. 
Сьянов Д.А. syanov@bsu.by. Белорусский государственный университет, Минск, 
Беларусь. С. 101. 
Таныгина А.Н. anastminsk@gmail.com. Белорусский государственный университет, 
Минск, Беларусь. С. 103. 





АВТОРЫ ДОКЛАДОВ 163

Шушкевич С.В. shushkevich_sv@grsu.by. Гродненский государственный университет 
имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь. С. 39, 154. 
Щербаков С.В. obg-kulinar@mail.ru. Уральский государственный аграрный университет, 
Екатеринбург, Россия. С. 109. 
Эбель С.И. ebelsi@susu.ru. Южно-Уральский государственный университет 
(Национальный исследовательский университет), Челябинск, Россия. С. 110. 
Ярмолик Л.А. askinglop@gmail.com. Брестский государственный технический 
университет, Брест, Беларусь. С. 130. 
Akhmanova D.M. danna.67@mail.ru. Buketov Karaganda National Research University, 
Karaganda, Kazakhstan. С. 63. 
Botogova M.G. batahova@bsu.by. Belarusian State University, Minsk, Belarus. С. 116. 
Chen Y. chenyang@smbu.edu.cn. Shenzhen MSU-BIT University, Shenzhen, China. 
С. 111. 
Grin A.A. grin@grsu.by. Yanka Kupala State University of Grodno, Grodno, Belarus. 
С. 111. 
Ji P. pengji@fudan.edu.cn. Fudan University, Shanghai, China. С. 113. 
Korzyuk V.I. korzyuk@bsu.by. Belarusian State University, Institute of Mathematics of the 
National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus. С. 41, 43. 
Koshkarbaeva G.A. gulbanukoshkarbaeva3@gmail.com. Karakalpak State University named 
after Berdakh, Nukus, Uzbekistan. С. 45. 
Kosmakova M.T. svetlanamir578@gmail.com. Buketov Karaganda National Research 
University, Institute of Applied Mathematics, Karaganda, Kazakhstan. С. 63. 
Kozlovskaya I.S. kozlovskaja@bsu.by. Belarusian State University, Institute of Mathematics 
of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus. С. 43. 
Litvinov V.L. vladlitvinov@rambler.ru. Samara State Technical University, Samara, Russia. 
С. 115. 
Litvinova K.V. kristinalitvinova900@rambler.ru. Lomonosov Moscow State University, 
Moscow, Russia. С. 115. 
Mikhasev G.I. mikhasev@hit.edu.cn. Harbin Institute of Technology, Harbin, China. С. 116. 
Otarova J.A. ojamanbayevna@gmail.com. Karakalpak State University named after 
Berdakh, Nukus, Uzbekistan. С. 45. 
Panov E.Yu. evpanov@pdmi.ras.ru. St. Petersburg Department of V.A. Steklov Institute of 
Mathematics of the Russian Academy of Sciences, St. Petersburg, Russia. С. 46. 
Perevaryukha A.Yu. madelf@rambler.ru. United Directorate of Taimyr Nature Reserves, 
Norilsk, Russia. С. 118. 
Rudzko J.V. janycz@yahoo.com. Institute of Mathematics of the National Academy of 
Sciences of Belarus, Minsk, Belarus. С. 41, 43. 
Skoromnik O.V. skoromnik@gmail.com. Euphrosyne Polotskaya State University of Polotsk, 
Novopolotsk, Belarus. С. 65. 
Tashpulatov S.M. sadullatashpulatov@yandex.com. Institute of Nuclear Physics of the 
Academy of Sciences of Republic of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan. С. 66. 
Yuldasheva A.V. a_v_yuldasheva@mail.ru. Moscow State University, Tashkent Branch, 
Tashkent, Uzbekistan. С. 48. 











Научное издание 

ЕРУГИНСКИЕ ЧТЕНИЯ – 2026 

Материалы XXII Международной научной конференции 
по дифференциальным уравнениям «Еругинские чтения – 2026» 

Республика Беларусь, Гродно 
18–22 мая 2026 года 

В двух частях 
Часть 2 

Издаётся в авторской редакции 
Отпечатано с готового оригинал-макета 

Компьютерная вёрстка: В.М. Пецевич, Е.Е. Кулеш, Л.В. Детченя 

Техническое редактирование: М.В. Вахмянина, 
Я.Я. Пекарь, И.П. Зимницкая 
Подготовка обложки: Д.О. Савко 

Подписано в печать 22.05.2026. Формат 60841/8.  
Бумага офсетная. Ризография. Гарнитура Computer Modern. 
Усл. печ. л. 19,53. Уч.-изд. л. 18,0. Тираж 75 экз. Заказ 022  

Издатель и полиграфическое исполнение:  
учреждение образования  

«Гродненский государственный университет  
имени Янки Купалы». 

Свидетельство о государственной регистрации издателя, 
изготовителя, распространителя печатных изданий  

№ 1/261 от 22.02.2024. 
Ул. Ожешко, д. 22, 230023, Гродно 


	Без имени



